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Resumo

Este trabalho se baseia no artigo “The n-body, the n-vortices and the n-

charges’ dynamics on surfaces : a common view point”[6] (em preparação),

estudando casos particulares e consequências nos mesmos. O trabalho pode

ser dividido nas seguintes partes:

• Formulação da dinâmica de N corpos utilizando a geometria intŕınseca da

superf́ıcie no qual o movimento está restrito.

• Comparação, no caso da dinâmica de dois corpo no plano, entre a for-

mulação usual e a proposta, explicitando a diferença de resultados com

relação às órbitas.

• Estudo do processo de redução da dimensão do sistema nos casos do ci-

lindro e esfera para a dinâmica de dois corpos. Introdução da noção de

métrica massificada para o mesmo.

• Demonstração do Teorema de Bertrand (que versa sobre a condição para

órbitas fechadas)para superf́ıces de revolução e consequências, e uma ge-

neralização para o vetor de Laplace-Runge-Lenz, baseados nos artigos [25]

e [26] respectivamente.

.

Palavras chave: Dinâmica dos N corpos, superf́ıcies de curvatura constante,

métrica massificada, mecânica celeste;



Abstract

This work is based on the paper “The n-body, the n-vortices and the n-

charges’ dynamics on surfaces : a common view point”[6] (in preparation),

studying particular cases and consequences of them. The work can be divided

in the following parts:

• N-body dynamics’ formulations utilizing the surface’s intrinsic geometry

on the movement is restricted.

• Comparison, 2-body problem on plane case, between usual and proposal

formulation, evidencing the difference of the results about the orbits.

• Study of the system’s reduction dimensional process on the cylinder and

sphere cases for 2-body problem. Introduction to the mass metric notion.

• Demonstration of the Bertrand’s theorem (about conditions for closed

orbits) for revolution surfaces and consequences, and a generalization for

Laplace-Runge-Lenz vector based respectively on the articles [25] and [26].

.

Key words: N-body dynamics’, constant curvature surface, mass metric,

celestial mechanics;
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1.1 Mecânica Clássica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Mecânica Celeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3 Formulação Variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3.1 Formulação Lagrangiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.2 Transformada de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.3 Formulação Hamiltoniana . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Introdução

Este trabalho se ambienta num caso particular, o de dois corpos, do tratado

pelo artigo “The n-body, the n-vortices and the n-charges’ dynamics on surfaces

: a common view point”[6] em preparação .

Este artigo tem o intuito, o que fizemos aqui para dois corpos, de estudar

quais as são equações básicas do problemas dos n-corpos em superf́ıces para a

geometrização da formulação. Ou seja, dada uma métrica g, que é intŕınseca

à superf́ıcie, uma distribuição dos n-corpos de massa sobre a superf́ıcies e as

velocidades iniciais, qual é a dinâmica?

O ponto de partida da nossa formulação será considerar as equações funda-

mentais que nos permitem descrever a dinâmica de uma part́ıcula teste sobre

uma variedade M com uma métrica g , o par (M,g), para uma distribuição de

matéria dada, S. Vamos considerar um campo de aceleração central a, ou seja

um campo que verifica

div(a) = cS e rot(a) = 0.

Reescrevendo a como

a = −grad(Φg),

onde Φg é chamado de potencial gravitacional, a equação do divergente se torna

∆gΦg = −cS, (1)

que será nossa equação fundamental. Como veremos, o potencial Φg(r, t) vai

ser interpretando como o potencial de uma part́ıcula teste localizada em r no

tempo t e transportada força gerada pela distribuilçao de matéria S(r, t).



Isso vai ser descrito com o sistema hamiltoniano de equações:

q̇ =
∂H

∂p
ṗ =

∂H

∂q
,

onde H é o hamiltoniano

H(r, t) =
1

2m
‖p‖2

g + Φg(r, t).

=
1

2m
‖p‖2

g +
N∑
i=1

miG(r, ri(t)),

onde G é a solução fundamental (função de Green) da equação de Poisson (1).

Ressaltamos que dada a métrica g, a parte cinética está definida automatica-

mente por
N∑
i=1

‖pi‖2
g

2mi
=

N∑
i=1

1

2mi
pTi g−1pi.

Isso é análogo à formulação da eletrostática [23], onde o divergente do campo

elétrico

div(a) = −cS,

o potencial eletrostático é a solução de

∆Φe = cS.

A segunda etapa do trabalho será a formulação da dinâmica dos corpos que

são as fontes do campo gravitacional. Mais especificadamente, considerando

S =
∑N

i=1miδ(r − ri(t)), i.e, o campo gravitacional é gerado para N-corpos

puntiformes de massa m1,m2, ...,mN , com posições, respectivamente, r1, r2,

...,rN . Nesse contexto a nossa hipótese de trabalho será que cada corpo se

comporta como part́ıcula teste no campo gerado pelos outros N-1 corpos. Isso

leva que a dinâmica é descrita pelas equações

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −∂H

∂qi
,



onde i ∈ 1, ..., N e H é dado por

H(q1, ...qN ,p1, ...pN) =
N∑
i=1

‖pi‖2

2mi
+ V (q1, ...qN),

onde V (q1, ...qN) =
∑

i6=j
∑N

i=1mimjG(ri, rj).

Ressaltamos que nesse trabalho, como em [6], trabalhamos na geometria

intŕınseca da superćıcie. Diferentemente do que foi feito antes em Diacu, Pérez-

Chavela e Santoprete [10], onde as superf́ıcies são vistas como imersas em R3 e

o potencial considerado é o de R3 restrito à superf́ıcie. Em particular em [10],

no caso planar o potencial utilizado foi proporcional a 1
r e a dinâmica dos dois

corpos verificava as três leis de Kepler [2]:

1. O vetor radial de cada planeta com respeito ao Sol como origem, “varre”uma

área igual em tempos iguais.

2. A órbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um dos focos.

3. Os quadrados dos peŕıodos dos planetas são proporcionais aos cubos dos

semi-eixos maiores das suas respectivas órbitas.

Porém, na formulação que introduzimos, onde consideramos a dinâmica geo-

metrica intŕınseca do plano, o potencial correspondente é proporcional a log(r).

No caso dos dois corpos isso implica que as leis Kepler não são verificadas, mas

tem outras propriedades como o fato que todas as órbitas são limitadas (o que

não acontece na formulação anterior). Além disso a única órbita fechada é a

circular.

Ademais, no estudo da integrabilidade do problema dos dois corpos sobre

uma superf́ıcie dada (no nosso caso: plano, cilindro e esfera), foi necessário



introduzir a noção de métrica massificada pela variedade produto (M)N ,

ds2
m =

N∑
i=1

mids
2
i ,

onde dsi é a métrica da variedade M onde de desloca a i-ésima part́ıcula.

Com essa nova arbodagem não temos a dificuldade de como interpretar o cen-

tro de massa do sistema, o que ocorria anteriormente, pois não estava bem

definido, ou seja, não estava no espaço onde acontecia a dinâmica (sobre a su-

perf́ıcie). E ainda ganhamos, como consequência, uma simplicação na notação

das equações, dando ao Hamiltoniano do sistema uma forma “fixa”durante o

processo de redução:

H =
‖P‖2

G1
−1

2
+ V (r),

onde r = (~r1, ~r2), ou seja, a configuração do sistema é representada por um

único ponto em um espaço de dimensão maior.

E, para finalizar abordamos a existência de integrais extras do tipo vetor de

Laplace-Runge-Lenz em espaços de superf́ıcie co curvatura. Com esse objetivo

vamos generalizar o estudo feito pelo Manuele Santoprete [25], com potencial

1
r , no nosso caso da geometria intŕınseca, ou seja o potencial log(r).

O primeiro passo é a generalização do teorema de Bertrand para superf́ıcies

de revolução com curvatura constante [26]. Nesse aritgo foram dadas as condições

para obtermos órbitas fechadas no problema de Kepler. Mostramos que também

nesse caso haverá diferenças entre a formulação tradicional e a proposta. Te-

remos que existe pelo menos uma órbita limitada que não é fechada.

O segundo passo foi buscar a existência de uma integral adicional do tipo

quadrática nos momentos, que é uma generalização do generalização do vetor
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de Laplace-Runge-Lenz. Para isso apresentamos o resultado do Manuele San-

toprete em [25] onde ele mostra a existência utilizando a geometria extŕınseca

da superf́ıcie, porém verificamos que não ocorre na geometria instŕınseca ao

utilizar a técnica apresentada por ele.



Caṕıtulo 1

Introdução à Mecânica Celeste

1.1 Mecânica Clássica

A Mecânica Clássica tem como fundamento o que é conhecido como as leis

de Newton, a saber, como segue em Moulton [22],

1a lei Todo corpo continua em estado de repouso ou de movimento uniforme em

linha reta, a menos que sofra a ação de uma força externa.

2a lei A taxa de variação do movimento é proporcional à força empregada e se dá

na direção segundo o segmento em que a força age. Também comumente

conhecida, de maneira simplificada, como ~F = m~a, onde ~F é a força e ~a

a aceleração.

3a lei As ações mútuas entre os corpos são sempre iguais em intensidade e

direções opostas. Mais famosa como “Ação-Reação”.

É interessante observar que as duas primeiras leis já eram conhecidas por

Galileo Galilei (1564-1642) e Christiaan Huygens (1629-1695). Mas foi Isaac

18
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Figura 1.1: Isaac Newton

Newton(1642-1727), em Principia (1686), quem as publicou juntas pela pri-

meira vez. [22]

Apesar de serem estabelecidas como axiomas por Newton, as leis foram

inferidas de experimentos. Newton realizou vários experimentos no sentido

de verificá-las. Tanto no estudo do ricochete de corpos elásticos em colisão,

quanto na aceleração de imãs flutuando em bacias de água, dentre outras. A

grande dificuldade, devido às limitações tecnológicas da época, era eliminar as

forças externas em ação sobre o sistema observado nos experimentos.

Analisando um pouco mais profundamente cada uma das leis, podemos fazer

observações que num primeiro momento podem passar despercebidas. Por

exemplo:

• A partir da primeira lei, pode se definir tempo e linha reta.

• A 2a lei define uma relação entre força e aceleração (i.e. a dinâmica). De

forma que o coeficiente de proporcionalidade é a “massa”. Note que um

corpo de massa zero não pode ser acelerado.

• As duas primeiras leis são suficientes para o estudo do movimento de um
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corpo sob ação de um número conhecido de forças. Já a 3a lei é necessária

para o estudo de um sistema com mais de um corpo que agem mutuamente.

1.2 Mecânica Celeste

A lei de corpos caindo sob aceleração constante foi investigada por Galileu

e Simon Stevin (1548 - 1620) e para vários casos de aceleração variável por

Newton [22]. Ainda eram os primórdios do estudo da ação da gravidade. No

ińıcio do século XVII, Johannes Kepler (1571-1630) enunciou as três leis do

movimento planetário: [2][22]

1. O vetor radial de cada planeta com respeito ao Sol como origem, “varre”uma

área igual em tempos iguais.

2. A órbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um dos focos.

3. Os quadrados dos peŕıodos dos planetas são proporcionais aos cubos dos

semi-eixos maiores das suas respectivas órbitas.

É comum na literarura afirmar que a partir de considerações das leis de Ke-

pler, a gravidade na superf́ıcie da Terra, movimento lunar em torno da Terra,

foi posśıvel a Newton enunciar a Lei da gravitação universal [22]

Duas part́ıculas de matéria no universo se atraem mutuamente com uma força

que age na direção da reta que passa pelas duas part́ıculas e de intensidade

que varia diretamente com o produto de suas massas e inversamente com o

quadrado da distância entre elas.
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Figura 1.2: Força de atração

F1(2) =
km1m2

r2
,

onde F1(2) é a força sob o corpo de massa m1 devido a presença do corpo de

massa m2, r a distancia entre os corpos e k uma constante de proporcionali-

dade.

Figura 1.3: Robert Hooke

Porém, há ind́ıcios de que não foi bem assim que aconteceu. De acordo com

Arnold [3], muito se deve a Robert Hooke (1635-1703). Hooke que teria encon-

trado a partir de experimentos a proporcionalidade F ∼ 1
r2 . Porém, faltava-lhe

o ferramental matemático para comprová-la. Percebendo isso, propôs o pro-

blema para Newton, que apesar de ter sido um desafeto no passado ( muito

por discordarem sobre a natureza da luz), no momento viviam uma trégua,
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podendo se dizer que quase colaborativo (após uma carta de reaproximação

enviada por Hooke, Newton sugeriu-lhe fazer um experimento para comprovar

a teoria de Copernicus de que a Terra rodava sobre seu próprio eixo). Newton,

tendo recebido o problema de Hooke, com seus resultados experimentais e ex-

plicações ficou em silêncio. Que foi quebrado com o “Principia”,onde além de

fundamentar a mecânica, ele enunciava a Lei da gravitação universal, porém,

sem citar Hooke. Graças a Edmond Halley (1656-1742), um amigo comum

entre os dois, que insitiu com Newton que citasse Hooke, numa nova versão, o

nome de Hooke aparece. Porém, sem o devido crédito.

Tendo em mãos as três leis de Newton e a lei de gravitação universal foi

posśıvel explicar completamente fenômenos astrônomicos que até o momento

eram “misteriosos” e por isso Newton se tornou um dos cientistas mais influ-

entes de sua época. Com o advento da Teoria da Relatividade, se tornou mais

evidente as limitações da mecânica no ponto de vista clássico ( newtoniana).

Fazendo-se necessário uma mudança no tratamento, a base dessa formulação

que era a força passa ser a energia.

1.3 Formulação Variacional

Como pode ser visto em Yourgrau [20], em 1744 quando o matemático

francês Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) enunciou a 1a versão

do “princiṕıo de mı́nima ação”, prinćıpios variacionais já haviam sido discutidos

pelos gregos e o “Prinćıpio de Fermat” da ótica já havia sido bem formalizado

pelo próprio Fermat (ver [20]). Basicamente, nesse prinćıpio ele afirmava que a

natureza agia pelos meios mais simples. Mais especificamente, quando ocorre
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uma alteração na natureza, a quantidade de “ação” para essa mudança é a

menor posśıvel. Porém a definição de “ação” para ele não era clara.

Figura 1.4: Leonhard Euler

No mesmo ano, foi Leonhard Euler (1707-1793) quem publicou o prinćıpio

como um teorema pela primeira vez. Nesse teorema ele estabelecia que o ca-

minho que uma part́ıcula percorre de um ponto a outro no espaço é exatamente

aquele que minimiza a integral
∫
vds onde v é a velocidade da part́ıcula. Apesar

da diferença de filosofia entre os dois, onde para Maupertius o prinćıpio tinha

um caráter quase (ou completamente) metaf́ısico, Euler chamou seu teorema

de “Prinćıpio de Maupertuis”.

Figura 1.5: Luigi Lagrange

Porém, ainda não estava completamente formulado o prinćıpio. Luigi La-

grange (1736-1813) em 1788 que o desenvolveu, considerando uma quantidade
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finita qualquer de part́ıculas em interação, além de forças obtidas atráves de

um potencial. Chegando a estabelecer a equivalência do “Prinćıpio de mı́nima

ação”com as três leis de Newton.

Mas foi apenas com William Rowan Hamilton (1805-1865), com a for-

mulação da Mecânica Lagrangiana e da Mecânica Hamiltoniana que se foi

percebida a grande utilidade e importância desse principio que pode ser enun-

ciado como em Goldstein [15]

O movimento de um sistema a partir do tempo t1 ao tempo t2 é tal que a

integral de linha

I =

∫ t2

t1

(K − U) dt

onde U é a energia potencial, K é energia cinética, tem um valor estacionário

para o caminho do movimento

Figura 1.6: Prinćıpio de mı́nima ação

As formulações da Mecânica Lagrangiana e Hamiltoniana serão brevemente

desenvolvidas nas próximas seções.
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1.3.1 Formulação Lagrangiana

Seguindo Lopes [19], vamos estabelecer a formulação Lagrangiana, seus prin-

cipais resultados e algumas observações. Primeiro vamos definir o Lagrangiano

e a ação associada a ele.

Vamos considerar o conjunto dos posśıveis caminhos definido por F = {q; q :

[a, b]→ Rn,q de classe C1 e q(a) = a1 e q(b) = b1}.

Definição 1.3.1.

1. Uma função L : R2n → R ∈ C∞ é dito um Lagrangiano

2. O funcional

L : F→ R

q→
∫ b

a

L(q, q̇)dt

é a ação de L sobre os caminhos de F

O prinćıpio básico por trás da Mecânica Lagrangiana é, ao estudarmos um

sistema mecânico, associarmos um lagrangiano a ele, de forma que o caminho

que minimiza o funcional L descreva o comportamento do sistema em relação

ao tempo. Isso nem sempre ocorre, como pode-se ver na Mecânica Quântica

(ver [19]), porém não entraremos em tais detalhes.

Portanto, os pontos cŕıticos de L, isto é, x0 ∈ F tal DL|x0 = 0 terão grande

importância na teoria. Como L é definido a partir de L, para simplificação da

linguagem, diremos:

Definição 1.3.2. q ∈ F é cŕıtico de L se é cŕıtico de L.
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Então agora, buscar o comportamento de um sistema com um lagrangiano

L é equivalente a buscar os caminhos cŕıticos desse lagrangiano (no sentido da

definição acima).

Para identificarmos esses caminhos cŕıticos usaremos o teorema a seguir:

Teorema 1. Seja

L(x) =

∫ b

a

L(t,x, ẋ)dt,

x ∈ F. Se q é um caminho cŕıtico para L, então satisfaz a equação

∂L

∂x
(t,q,q′)− d

dt

∂L

∂ẋ
(t,q,q′) = 0.

A demonstração do teorema acima pode ser vista em [14].

Definição 1.3.3. A equação

∂L

∂x
(t,q, q̇)− d

dt

∂L

∂ẋ
(t,q, q̇) = 0

é dita a equação de Euler-Lagrange associada ao lagrangiano L.

Na direção do que estamos estudando, isto é, sistemas agindo sob atração

gravitacional, vamos definir o seguinte tipo de lagrangiano:

Definição 1.3.4. Um lagrangiano L é dito um lagrangiano natural se existe

uma função U : Rn → R tal que

L(q, q̇) =
m ‖q̇‖2

2
− U(q)

Observação 1. Note que o lagrangiano natural está associado a um sistema

mecânico, onde a energia cinética é K =
m ‖q̇‖2

2
e energia potencial U(q).

Portanto, podemos escrever que

L = K − U
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Observação 2. A parte cinética do lagrangiano pode ser escrita como:

K =
(m

2

)
q̇T

1 0

0 1

 q̇.

A matriz

1 0

0 1

, como veremos futuramente, é a matriz que representa a

métrica g no espaço, nesse caso em particular, o espaço euclidiano. Em coor-

denadas polares q1 = rcosφ e q2 = rsenφ, a métrica é

ds2 = dr2 + r2dφ2

e teremos a matriz

g =

1 0

0 r2


representando a métrica. A energia cinética neste caso é dada por

K =
(m

2

)
q̇T

1 0

0 r2

 q̇.

Então, segue o teorema que é mais interessante para nosso estudo

Teorema 2. Prinćıpio de Mı́nima Ação.

Seja L um lagrangiano natural e L sua ação em F. q é cŕıtico em L se, e

somente se, q satisfaz a lei de Newton para o sistema associado a L.

Demonstração. Seja um sistema mecânico de energia potencial U(q), temos a

lei de Newton mq̈ = −∇U(q), ou seja,

− (mq̈ +∇U(q)) = 0. (1.1)

Além disso, o lagrangiano natural é dado por L(q, q̇) = m‖q̇‖2
2 − U(q). Vamos

provar que a lei de Newton é equivalente a equação de Euler-Lagrange de L.
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Temos que

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
=

∂

∂qi

(
m ‖q̇‖2

2
− U(q)

)
− d

dt

∂

∂q̇i

(
m ‖q̇‖2

2
− U(q)

)

= −∂U
∂qi
− d

dt
mq̇i

= −
(
∂U

∂qi
+mq̈i

)
.

Portanto,

∂

∂q
L(q, q̇)− d

dt

∂

∂∂q̇
L(q, q̇) = 0 ⇐⇒ ∇U(q) +mq̈ = 0

Agora que já mostramos que podemos ver o problema de corpos que se inter-

gem através da força gravitacional do ponto de vista da Mecânica Lagrangiana,

vamos mostrar uma propriedade dessa abordagem de grande utilidade. Essa

propriedade é a invâriancia do lagrangiano sob mudanças de coordenadas. Isso,

como veremos nas seções futuras, não acontecerá na Mecânica Hamiltoniana.

Lá, as mudanças de coordenadas devem ser feitas com muito mais cuidado.

Teorema 3. Seja G(q) = Q uma mudança de variáveis. A equação de Euler-

Lagrange
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 associado ao lagrangiano L(q, q̇) e

∂L

∂Q
− d

dt

∂L

∂Q̇
associado a L(Q, Q̇) determinam a mesma equação diferencial, a menos de

uma mudança de coordenadas.

Demonstração. Seja Q = G(q) uma mudança de coordenada. Temos que Q̇ =
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J(G)q̇, onde J(G) matriz jacobiana de G. Feito isso temos,

∂L

∂q
=
∂L

∂Q

∂Q

∂q
+
∂L

∂Q̇

∂Q̇

∂q
(1.2)

d

dt

∂L

∂q̇
=

d

dt

∂L

∂Q̇

∂Q̇

∂q̇
+
∂L

∂Q̇

d

dt

∂Q̇

∂q̇
. (1.3)

Observe que
∂Q

∂q̇
= 0 por isso não aparece na última equação. Subtraindo as

equações (1.2) e (1.3), temos

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂Q

∂Q

∂q
+
∂L

∂Q̇

∂Q̇

∂q
− d

dt

(
∂L

∂Q̇

)
∂Q̇

∂q̇
− ∂L

∂Q̇

d

dt

∂Q̇

∂q̇
(1.4)

Temos que

∂Q

∂q
= J(G) ∂Q̇

∂q = H(G)q̇

∂Q̇

∂q̇
= J(G) d

dt
∂Q̇
∂q̇ = H(G)q̇,

onde H(G) é a matriz Hessiana de G. Substituindo na equação 1.4),

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
=

(
∂L

∂Q
− d

dt

∂L

∂Q̇

)
J(G).

Sendo J uma matriz invert́ıvel,

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0⇐⇒ ∂L

∂Q
− d

dt

∂L

∂Q̇
= 0.

1.3.2 Transformada de Legendre

Seguindo Arnold [2], vamos associar a mecânica lagrangiana e a mecânica

hamiltoniana através da transformada de legendre. Mas antes, fazemos a se-

guinte definição:
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Definição 1.3.5. Uma função f : Rn → Rm é dita convexa se sua Hessiana

é definida positiva.

Então definimos,

Definição 1.3.6. Seja f uma função convexa, a transformada de Legendre

de f é função, dado p ∈ Rn,

g(p) = maxx∈Dom(f){< p,x > −f(x)}.

Seja L(q, q̇) um lagrangiano, e assumimos que é convexo na segunda coor-

denada. Temos o seguinte teorema

Teorema 4. O sistema de equações de Lagrange é equivalente ao sistema de

2n-equações de primeira ordem

ṗ = −∂H
∂q

(1.5)

q̇ =
∂H

∂p
, (1.6)

onde H (q,p) =< p, q̇ > −L(q, q̇) é a transformada de Legendre em relação a

q̇.

Observação A função H acima é dito o hamiltoniano e as equações (1.5)

e (1.6) as equações de Hamilton.

1.3.3 Formulação Hamiltoniana

Pelo teorema anterior um sistema dinâmico associado a um lagrangiano

pode ser descrito por uma função H : R2n → R com as equações:

q̇ =
∂H

∂p
ṗ = −∂H

∂q
(1.7)
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Se denotarmos por

X = (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn),

temos que as equações (1.7) podem ser escritos de forma reduzida

Ẋ = J∇H,

onde ∇XH =
(
∂H
∂q ,

∂H
∂p

)
, J =

 0 I

−I 0

 e I a matriz identidade n× n.

Teorema 5. Seja um sistema mecânico, de forma que o langrangiano associado

a ele é dado por L = K−U , onde K é a energia cinética e U a energia potencial,

então o hamiltoniano H é dado por

H = K + U. (Energia total)

Corolário 1. Dada uma variedade de métrica g, a energia cinética de um

sistema mecânico (isto é, que obedece as leis de Newton) de N part́ıculas de

massa m1, m2, ...mN é

K =
n∑
j=1

1

2mj
‖pj‖2

g ,

onde definimos‖pj‖2
g := pjg

−1pTj

Demonstração. Temos que

L = K(q̇)− U(q).

Definimos o momento como

p =
∂L

∂q̇
= mq̇Tg,

Logo, q̇T = 1
mpg−1 e q̇ = 1

m

(
g−1
)T

pT . Então,

K =
m ˙qTgq̇

2
=
m

2

pg−1

m
g

(
g−1
)T

pT

m
=

pTg−1p

2m
.
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Observemos que o lagrangiano e o hamiltoniano agem sobre espaços dife-

rentes. Enquanto o lagrangiano age sobre (q, q̇), o espaço que sofre a ação de

H é (q,p). Essa mudança é importante, principalmente quando estamos es-

tudando uma dinâmica sobre uma variedade que não seja o espaço euclidiano.

Denotando por M uma variedade diferenciável, enquanto (q, q̇) ∈ TM , fibrado

tangente, temos que (q,p) ∈ T ∗M , fibrado cotangente [2]. Ou seja, a troca

de visão da mecânica lagrangiana para a mecânica hamiltoniano, é uma forma

de mudar o espaço que estamos trabalhando, o fibrado tangente pelo fibrado

cotangente.

Uma das vantangens de se trabalhar no fibrado cotagente é que ele possui

uma estrutura simplética natural. Isto é, Ω = dp∧dq é uma 2-forma diferencial

não-degenerada1 e fechada2. O par (T ∗M,Ω) é definido ser uma variedade

simplética.

Vamos explorar algumas propriedades da formulação hamiltoniana.

Definição 1.3.7. O espaço 2n-dimensional com coordenadas q1, ...,qn; p1,

...,pn é chamado de espaço de fase.

Observação: Podeŕıamos escrever simplesmente que o T ∗M é o espaço de

fase.

Definição 1.3.8. O fluxo de fase é o grupo a 1-parâmetro de transformações

do espaço de fase

gt : (q(0),p(0))→ (q(t),p(t)),

1Ω(u, v) = 0∀u⇐⇒ v = 0
2dΩ = 0
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onde p(t) e q(t) satisfazem as equações (1.7).

Enunciamos o seguinte teorema devido a Liouville

Teorema 6. O fluxo de fase preseva volume, isto é, dada uma região D no

plano de fase, temos que

vol(gtD) = vol(D).

O teorema acima seque da equação (1.7). De fato,

∇ · Ẋ =
∂q̇

∂q
+
∂ṗ

∂p

=
∂2H

∂p∂q
− ∂2H

∂q∂p

= 0,

onde X = (q,p).

E como consequência temos o teorema de recorrência de Poincaré, enunciado

em [2] da seguinte forma:

Teorema 7. Seja g um mapa continuo bijetivo que preserva volume, de forma

que gD = D, onde D é uma região limitada do espaço euclidiano. Então, dado

x ∈ D e uma vizinhança U de x, para algum n > 0, gnx ∈ U .

As demonstrações dos dois teoremas acima podem ser vistas em [2].

A partir de agora vamos comentar sobre as coordenadas da mecânica ha-

miltoniana, e como devem ser manipuladas para simplificarmos as equações.

Definição 1.3.9. Uma coordenada qi é dita uma coordenada ćıclica se ∂H
∂qi

= 0,

ou seja, H não depende de qi.
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Das equações (1.7) temos que ṗi = −∂H
∂qi

. Logo se qi é uma coordenada

ćıclica, ṗi = 0, isto é, pi é constante. Portanto, dado um valor para pi tere-

mos que H dependerá de 2n− 2 coordenadas, e também reduzimos para essa

quantidade de equações no sistema (1.7).

Então, uma forma de tentar resolver um sistema Hamiltoniano é buscar

coodernadas ćıclicas em uma quantidade suficiente que o transforme em um

sistema simplificado que seja posśıvel resolver. O ideal seria encontrar n − 1

coordenadas ćıclicas, mas nem sempre será posśıvel ou facil e evidenciar tais

coordenadas. E para encontrarmos coordenadas ćıclicas será necessária fazer

mudanças de coordenadas. Porém, devemos ter cuidado pois queremos manter

a estrutura hamiltoniana.

Mudar de coordenadas de forma a manter a estrutura das equações (estru-

tura hamiltoniana) é encontrar ζ = φ(X) uma mudança de coordenadas tal

que existe H̃(ζ) com

ζ̇ = J∇H̃.

Se φ satisfaz isso é dita uma transformação simplética. Denotando ζ =

(ξ1, ξ2, ...ξn, η1, η2, ..., ηn), φ é uma transformação simplética se, e somente se

dp ∧ dq = dη ∧ dξ [7].

Para mais informações deixamos como referência [2],[7],[15] e [16].

1.4 Dinâmica das part́ıculas testes

Na “Mecânica dos Fuidos” uma part́ıcula teste é um pequeno volume de

fluido que é passivelmente transportada pelo fluxo cuja a dinâmica é induzida
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para vórtices. Em particular, nesse contexto um fluido é dito incompresśıvel

se o campo de velocidade u satisfaz div(u) = 0 [9].

Quando estudamos a ação de um campo sobre uma part́ıcula, seja de massa

ou de carga, queremos utilizar o mesmo prinćıpio da Mecânica dos Fluidos,

ou seja, ver como um campo “transporta” essa part́ıcula (exatamente o que

acontece com a part́ıcula teste num fluido). Porém, aqui há uma diferença

fundamental. Para haver dinâmica, o corpo que sofre a ação do campo deve

interagir com os corpos que o geram. Portanto, uma escolha de part́ıcula teste

como sendo uma part́ıcula com m nula (ou q nula no caso elétrico) em prinćıpio

não poderia ser acelerado pela força gerada pelas massas (ou cargas) que geram

esse campo (força por unidade de massa).

Aqui consideramos a part́ıcula teste como um corpo de massa unitária (ou

carga unitária) e enfatizamos o fato de que o campo considerado é um campo

de acelerações, ou seja, força por unidade de massa
(
~a =

~F
m

)
.

1.5 O Potencial

1.5.1 A equação do Potencial

O Teorema de Decomposição de Helmholtz-Hodge[8] [4] nos diz como um

campo vetorial pode ser decomposto, segue o teorema,

Teorema 8. Um campo a ∈ R3 suave pode ser decomposto da seguinte forma

a = a1 + a2 + a3,
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onde

∇ · a1 = cS ∇ · a2 = 0 ∇ · a3 = 0

∇× a1 = 0 ∇× a2 = w ∇× a3 = 0

Observação: a1 é dito o campo irrotacional, a2 o campo solenoidal e a3 o

campo laplaciano.

Em R3, o fato de que ∇×a1 = 0, nos permite introduzir Φ tal que a1 = ∇Φ,

onde Φ é uma função diferenciável. Já de ∇ · a2 = 0, nos permite introduzir

um campo ~Ψ tal que a2 = ∇× ~Ψ.

Portanto,

∇ · a = ∇ · ∇Φ = ∆Φ = cS (1.8)

∇× a = ∇×
(
∇× ~Ψ

)
= ∆~Ψ = −w (1.9)

Em R2, para a1 temos análogo para R3. Para a2, introduzimos uma função

Ψ, de forma que a2 = J∇Ψ, onde J é a matriz simplética para n = 2. Temos

equações análogas às equações (1.8) e (1.9) para o divergente e o rotacional do

campo a, ou seja

∆Φ = cS

∆Ψ = −w.
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Figura 1.7: Campo Gravitacional

1.5.2 Forças centrais

Vamos definir um campo forças centrais como um campo de aceleração

irrotacional a de divergência não nula, i.e., que satisfaz

∇× a = 0 e ∇ · a = cS 6= 0.

Pelo Teorema de Decomposição de Helmotz-Hodge acima, esse campo a

pode ser decomposto como

a = a1 + a3.

Note que pelo fato de que ∇× a3 = 0, existe Υ uma função tal que a3 = ∇Υ.

Como ∇ · a3 = 0, ∇ · ∇Υ = ∆Υ = 0, ou seja, Υ é uma aplicação harmônica.

Portanto podemos escrever,

a = ∇ (Φ + Υ) .

Definimos a notação ϕ = − (Φ + Υ), então a equação acima fica

a = −∇ϕ.

Definição 1.5.1. A função ϕ é dita o potencial do campo a .
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Como ∇ · a = cS temos,

∇ · (−∇ϕ) = cS

⇒ −∆ϕ = cS (1.10)

A equação acima é uma equação de Poisson [13] e é o que vamos chamar de

equação do potencial.

Observação: No caso dos vórtices consideramos um campo de velocidade

u tal que o ∇ · u = 0 e ∇ × u = w 6= 0, onde w é dito ser o campo de

vorticidade que vamos assumir como dado. Nesse caso teremos que resolver

a equação −∆Ψ = w, onde Ψ é dita ser chamada função de corrente (Stream

function). Note que a equações de Ψ e ϕ são semelhantes, e usaremos esse fato

para utlizarmos o resultado de [5] para o caso das superf́ıcies.

Portanto o potencial de um campo irrotacional deve satifazer a equação

(1.10). Note que a solução dessa equação não é única, pois Φ adicionado de

qualquer função harmônica também satisfaz a equação. Logo, devemos impor

condições extras para reduzir a classe de posśıveis soluções. Por exemplo no

caso do plano na mecânica do fluidos impomos que ‖u‖ → 0 quando ‖x‖ → ∞,

onde ‖x‖ representa a distância da part́ıcula teste em relação aos vórtices.Como

veremos 1.5.3

No que segue vamos apresentar as equações potenciais que iremos trabalhar,

depois discutiremos mais sobre a questão da unicidade para então solucionar a

equação.
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Caso gravitacional

Denotemos por Eg(= ag) o campo (aceleração) gravitacional. Como comen-

tado anteriormente que seu divergente é dado pela equação

~∇ · Eg = −cρg, (1.11)

ρg(= S) a densidade de massa e c uma constante positiva (com unidade de

medida de forma que a equação seja coerente).

O sinal negativo se dá pelo fato de Eg ser um campo atrativo. E portanto,

contrair volumes.

Sendo Eg um campo central, então é um campo irrotacional, ou seja

~∇× Eg = 0

Então como vimos anteriormente, existe ϕg tal que

Eg = −∇ϕg (1.12)

ϕg é dito o potencial gravitacional. Substituindo a equação acima em (1.11)

temos

~∇ · (−∇ϕg) = −cρg (1.13)

⇒ ∆ϕg = cρg (1.14)

Observação: Na literatura, a equação do divergente do campo gravita-

cional é dada por ~∇ · Eg = −4πGρg, e portanto a equação do potencial é

∆ϕg = 4πGρg.
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Caso elétrico

Agora, consideramos o campo elétrico Ee(= ae). Seu divergente é dado pela

equação

~∇ · Ee = cρe, (1.15)

neste caso, ρe(= S) representa a densidade de carga e c é escolhido da mesma

forma como no caso gravitacional. A divergência positiva representa a ação re-

pulsora do campo sobre cargas de mesmo “sinal” que a carga que gera o campo.

Na mesma direção, isso representa a ação do campo de expandir volumes. Ou

seja, o fato de ser uma força repulsora faz com que as part́ıculas afastam. Ver

figura 1.8.

(a) linhas de campo (b) Campo Elétrico

Figura 1.8: Expande volumes

Pela mesma razão que o campo gravitacional (é um campo central), temos

~∇× Ee = 0

Portanto, existe ϕe, o potencial elétrico, tal que Ee = ∇ϕe. Assim,

~∇ · (−∇ϕe) = cρe

⇒ −∆ϕe = cρe
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Observação: Na literatura, a equação do divergente para o campo elétrico

é dada por ~∇ · Ee = ρe
ε0

, e a equação do potencial é −∆ϕe = ρe
ε0

, onde ε0 é a

constante de permissividade do vácuo.

1.5.3 A Equação fundamental e a condição extra

Como definimos anteriormente, temos a equação potencial

−∆ϕ = cS. (1.16)

Portanto o potencial ϕ é a solução de uma equação de Poisson. A partir de

agora, vamos caminhar no sentido de resolver essa equação.

Como observado anteriormente se ϕ é uma solução de (1.16), ϕ+α , α qual-

quer função harmônica, também será. No objetivo de garantirmos a unicidade

da solução da equação (1.16) como função que gera um campo irrotacional,

com a componente harmônica reduzida a classe de funções constantes, acres-

centamos a seguinte condição,

∇ϕ→ 0 quando ‖r‖ → ∞.

Observação. Note que isso é o mesmo que pedir que o campo que gerou a

equação acima satisfaça

a→ 0 quando ‖r‖ → ∞

.

Sendo a equação de Poisson uma EDP linear,para resolvermos a equação

acima vamos buscar a solução fundamental (função de Green).
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Definição 1.5.2. A função de Green é a solução de

−∆G(r, r0) = δ(r − r0)

∀r ∈ Rn e δ representa a distribuição delta de Dirac.

Observação: A não-homogeneidade se concentra em r0, chamado de sin-

gularidade.

Tendo encontrado G(r, r0), a utilizaremos para encontrar a solução geral,

que será

ϕ(r) =

∫
Rn
G(r, y)S(y)dy + α,

onde α é uma função harmônica.

Então, como primeiro passo vamos resolver,

−∆G(r, r0) = δ(r − r0) (1.17)

Observação: Note que se G é solução de (1.17), G + β, β harmônica,

também será.

Para restringirmos as soluções e associarmos ao sistema anterior impomos

∇G→ 0 quando ‖r‖ → ∞. Utilizando o fato do laplaciano ser invariante sob

rotações, ver em [13], encontramos como solução fundamental.

Γ(r, r0) = − 1
2π log(‖r − r0‖) quando n = 2

= 1
n(n−2)α(n)

1
‖r−r0‖n−2

quando n > 3 (1.18)

r ∈ Rn − {0}.
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Se G = Γ + β, da condição imposta a G e pela forma de Γ, temos que

∇β → 0 quando ‖r‖ → ∞. Portanto β é limitada. Temos o seguinte teorema,

conhecido como Teorema de Liouville [13]:

Teorema 9. Se u : Rn → R é uma função harmônica e limitada. Então u é

constante.

Então G = Γ + C, C constante. Tomando C = 0 temos o seguinte teorema

[13]:

Teorema 10. Seja f uma função de suporte compacto em Rn e

−∆u = f (1.19)

em Rn. Então

u(x) =

∫
Rn
G(x, y)f(y)dy

é solução de (1.19) e u ∈ C2(Rn)

Então, voltando a nossa equação do potencial (1.16), temos como solução:

ϕ(r) =

∫
Rn
G(r, y)S(y)dy + α(r), (1.20)

α harmônica. Portanto temos infinitas soluções.

Por argumentação análoga a feita para β, temos que α é uma constante.

Portanto, num certo sentido, podemos descartá-la.

Então, para os casos que estamos interessados, o que desenvolvemos se aplica

como segue.
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CASO GRAVITACIONAL: R2 e R3

Considerando que o campo está agindo em N corpos de massa mi, i ∈

{1, 2, ...N}, temos que a não-homogeneidade da equação (1.14) é dada por

S(y) = ρg =
N∑
i=1

miδ(y − yi) y,yi ∈ Rn.

onde mi, i ∈ {1, ..., N} é a massa de cada um dos N corpos e yi as posições.

Substuindo em (1.20) temos

ϕg(x, t) =

∫
Rn
G(x,y)

(
N∑
i=1

miδ(y − yi(t))

)
dy.

Então,

ϕg(x, t) = c

(
N∑
j=1

mjG(x,yj(t))

)

Utilizando as soluções fundamentais encontradas em (1.18) temos

ϕg(x, t) = c
∑N

i=1milog(‖x− xi(t)‖) n = 2

= −c
∑N

i=1

mi

‖x− xi(t)‖
n = 3

para o potencial gravitacional.

CASO ELÉTRICO: R2 e R3

Aqui, invés de pontos de massa, vamos considerar N pontos de carga, sendo

qi, i ∈ {1, ..., N} as cargas de cada um dos N pontos. Analogamente, ao caso

anterior, temos

S(y) = ρe = c
N∑
i=1

qiδ(y − yi).
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E assim segue,

ϕe(x, t) =

∫
Rn
G(x,y)

(
N∑
i=1

qiδ(y − yi(t))

)
dy

⇒ ϕe(x, t) =

(
N∑
j=1

qjG(x,yj(t))

)

Novamente usando as soluções fundamentais de (1.18), tem-se

ϕe(x, t) = −c
∑N

i=1 qilog(‖x− xi(t)‖) n = 2

= c
∑N

i=1

qi
‖x− xi(t)‖

n = 3

para o potencial elétrico.

1.5.4 Teorema de Hodge, decomposição por formas em R2

Note que o que fizemos acima foi feito para o caso euclidiano. Vamos agora

fazer uma decomposição para formas em R2 como uma forma de preparação

para o que será feito para a esfera.

No que segue vamos considerar superf́ıcies riemannianas, ou seja, variedades

com uma métrica g,

g : TpM × TpM → R,

uma forma bilinear que associa pares de vetores do espaço tangente em p a um

número real. A partir da métrica vamos associar a todo campo de vetores a

uma 1-forma da maneira

ωa(·) = g(a, ·).

Primeiro começamos com M uma variedade diferenciável e riemanniana de

dimensão n. Denotaremos por Ep o espaço das p-formas diferenciáveis em M .
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Denotando d para a diferenciação exterior e ∗ para a operador de Hodge (Hodge

star), que é definido por

Definição 1.5.3. Dado uma k-forma w em Rn, definimos a (n-k)-forma ∗w

por

∗ (dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn) = (−1)σ
(
dxj1 ∧ dxj2 ∧ ... ∧ dxjn−k

)
,

onde σ é a ordem da permutação dos sub́ındices.

Observação: Essa definição não é válida para uma variedade com uma

métrica diferente da identidade. Nesse caso é feita da seguinte maneira [24]:

Seja w uma r-forma. ∗ é tal que ∗w é uma (n-r)-forma que satisfaz

ψ ∧ ∗w =< ψ,w >g η,

onde η =
√
|detg|dx1 ∧ ... ∧ dxn (forma volume) e ψ é uma r-forma qualquer.

Definição tal que usaremos na seção 1.5.5.

As definições abaixo são válidas pra qualquer métrica [28]:

Definimos o seguinte operador:

δg : Ep → Ep−1

δg = (−1)n(p+1)+1 ∗ d∗ .

E a partir dele o operador de Laplace-Beltrami [28],

Definição 1.5.4. Definimos como o operador de Laplace-Beltrami da se-

guinte forma

∆g = δgd+ dδg.

Dizemos que uma ω p-forma é harmônica se ∆ω = 0. E denotamos por

Hp = {ω ∈ Ep; ∆gω = 0}
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o espaço das p-formas harmônicas.

Observação 1: Com o objetivo de não carregar a notação deixaremos

impĺıcita a dependência dos operadores em relação a métrica g.

Observação 2: Essa definição coincide com a nossa noção usual do lapla-

ciano para Rn.

Seja a um campo de vetorial em R2 tal que a → 0 quando ‖r‖ → ∞.

Considerando a métrica g =

1 0

0 1

, podemos associar o campo a a 1-forma

ωa(·) = g(a, ·).

A condição imposta ao campo a implica impor que ωa → 0 quando ‖r‖ →

∞. Nesse caso, um forma pode ser decomposta como

E1 = d(E0)⊕ δ(E2)⊕H1.

Queremos estudar o divergente e o rotacional desse campo. Temos por [11],

as definições:

Definição 1.5.5. (Divergente) Seja v um campo diferenciável, em uma va-

riedade de dimensão 2,

d ∗ ωv = (divv) dx1 ∧ dx2,

onde divv é o divergente do campo v.

Definição 1.5.6. (Rotacional) O rotacional de um campo v é definido por

rot(v) = ∗dωv.
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notação f́ısica anaĺıtica (R3) notação geométrica

div(a) ∇ · a módulo de d ∗ ωa

rot(a) ∇× a ∗dωa

Então, pelas definições acima fica evidente que devemos conhecer melhor

ωa. E para isso usaremos o teorema de decomposição de Hodge, pois ele nos diz

que

ωa = dω1 + δω2 + ω3,

onde ω1 é uma 0-forma, ω2 uma 2-forma e ω3 é uma 1-forma harmônica.

Associaremos com a decomposição em R2, dω1 a ∇Φ, δω2 a J∇Ψ. De fato,

sendo ω1 uma 0-forma, então é uma aplicação Φ : R2 → R suave. Portanto,

dω1 = dΦ =
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2.

Para ω2, 2-forma, temos que ω2 = Ψdx1 ∧ dx2, onde Ψ : R2 → R suave.

Temos que

δω2 = (−1)2(2+1)+1 ∗ d ∗ (Ψdx1 ∧ dx2)

=
∂Ψ

∂x2
dx1 −

∂Ψ

∂x1
dx2.

Portanto,

ωa =

(
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2

)
+

(
∂Ψ

∂x2
dx1 −

∂Ψ

∂x1
dx2

)
+ ω3.

Antes de calcularmos o divergente e o rotacional do campo, vamos explorar

o fato de ω3 ser harmônico. Sendo ω3 uma 1-forma,

ω3 = γ1dx1 + γ2dx2,
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onde γi : R2 → R suave, i ∈ {1, 2}. Temos que

∆ω3 = 0 (1.21)

⇒ (δd+ dδ)ω3 = 0 (1.22)

δdω3 + dδω3 = 0. (1.23)

Fazendo as contas,

δdω3 =

(
∂2γ2

∂x2∂x1
− ∂2γ1

∂x2
2

)
dx1 +

(
∂2γ1

∂x1∂x2
− ∂2γ2

∂x2
1

)
dx2 (1.24)

e

dδω3 =

(
−∂

2γ1

∂x2
1

− ∂2γ2

∂x1x2

)
dx1 +

(
− ∂2γ1

∂x2x1
− ∂2γ2

∂x2
2

)
dx2. (1.25)

Somando as equações (1.24) e (1.25), e acrescentando a informação de (1.23),

−
(
∂2γ1

∂x2
1

+
∂2γ1

∂x2
2

)
dx1 −

(
∂2γ2

∂x2
1

+
∂2γ2

∂x2
2

)
dx2 = 0.

Logo,

∂2γ1

∂x2
1

+
∂2γ1

∂x2
2

= 0

∂2γ2

∂x2
1

+
∂2γ2

∂x2
2

= 0,

ou seja, γ1, γ2 : R2 → R são funções harmônicas. Aplicando as condições,

implica que a funções γ1 e γ2 são limitadas, portanto, γ1 e γ2 são constantes.

Voltando ao nosso objetivo, vamos começar calculando o divergente do

campo a.

d∗ωa = d∗
(
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2

)
+d∗

(
∂Ψ

∂x2
dx1 −

∂Ψ

∂x1
dx2

)
+d∗(γ1dx1 + γ2dx2) .

Calculamos separadamente cada uma das parcelas dessa soma:
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a)

d ∗
(
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2

)
= d

(
− ∂Φ

∂x2
dx1 +

∂Φ

∂x1
dx2

)
=

(
∂2Φ

∂x2
1

+
∂2Φ

∂x2
2

)
dx1 ∧ dx2 = ∆Φdx1 ∧ dx2.

b)

d ∗
(
∂Ψ
∂x2
dx1 − ∂Ψ

∂x1
dx2

)
= d

(
∂Ψ
∂x1
dx1 + ∂Ψ

∂x2
dx2

)
=
(
− ∂2Ψ
∂x2∂x1

+ ∂2Ψ
∂x1∂x2

)
dx1 ∧ dx2 = 0.

c)

d ∗ (γ1dx1 + γ2dx2) = d (−γ2dx1 + γ1dx2)(
∂γ2

∂x2
+
∂γ1

∂x1

)
dx1 ∧ dx2 = 0, pois γ1 e γ2 são constantes.

Por a), b) e c), d ∗ ωa = ∆Φdx1 ∧ dx2. Por definição,

div(a) = ∆Φ.

Agora, vamos calcular o rotacional. Segue que

rot(a) = ∗dωa = ∗d
(
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2

)
+ ∗ d

(
∂Ψ

∂x2
dx1 −

∂Ψ

∂x1
dx2

)
+ ∗d (γ1dx1 + γ2dx2) .

Novamente pelo iremos calcular separadamente as parcelas.

a)

∗d
(
∂Φ

∂x1
dx1 +

∂Φ

∂x2
dx2

)
= ∗

(
− ∂2Φ

∂x2∂x1
+

∂2Φ

∂x1∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= − ∂2Φ

∂x2∂x1
+

∂2Φ

∂x1∂x2
= 0
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b)

∗d
(
∂Ψ

∂x2
dx1 −

∂Ψ

∂x1
dx2

)
= ∗ (−∆Ψ) dx1 ∧ dx2 = −∆Ψ.

c)

∗d (γ1dx1 + γ2dx2) = ∗
(
− ∂γ1

∂dx2
+
∂γ2

∂x1

)
dx1 ∧ dx2 = 0

Juntando os três cálculos, temos que

rot(a) = −∆Ψ

Considerando que estamos um campo irrotacional, rot(a) = 0 e div(a) =

∆Φ 6= 0. Então a equação fundamental é dada por

∆Φ = cS.

1.5.5 Equação do potencial na esfera

Antes de encontrarmos a equação do potencial na esfera, vamos enunciar o

Teorema de Decomposição de Hodge, utilizando Warner [28] como base, e com

apoio de do Carmo [11] e Arnold [2]. Vamos enunciar para um caso mais geral

e então aplicaremos no caso da esfera (n = 2) para atingir nosso objetivo.

Teorema 11. (Teorema de Decomposição de Hodge) Seja M uma va-

riedade diferenciável, riemmaniana e compacta de dimensão n. Para cada

inteiro p com 0 ≤ p ≤ n, Hp é dimensionalmente finito. E segue a decom-

posição:

Ep = dδ(Ep)⊕ δd(Ep)⊕Hp

= d(Ep−1)⊕ δ(Ep+1)⊕Hp
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A demonstração pode ser encontrada em [28].

Tendo estabelecido tal teorema, passamos a estudar o caso da esfera M de

dimensão 2. Note que ela satisfaz as hipóteses.

Observação No caso da esfera utilizamos a decomposição

E1 = d(E0)⊕ δ(E2)⊕H1.

Seja a um campo vetorial na esfera M de dimensão 2. Considere uma métrica

dada por

ds2 = g11dx
2
1 + g22dx

2
2 + 2g12dx1dx2,

e

g11 g12

g21 g22

, g12 = g21.

Associamos o campo a a uma 1-forma, como feito anteriormente, ωa(·) =

g(a, ·).

Utilizando o teorema de decomposição de Hodge,

ωa = dω1 + δω2 + ω3,

onde ω1 é uma 0-forma, ω2 uma 2-forma e ω3 uma 1-forma harmônica.

Da mesma forma que o feito em R2, denotamos ω1 = Φ e ω2 = Ψdx1 ∧ dx2.

Analogamente ao que fizemos antes e utilizando a seguinte proposição [28]:

Proposição 1.5.1. As únicas funções harmônicas em uma variedade riemma-

niana, conexa, compacta e orientada são as funções constantes.

Temos

div(a) = ∆gΦ

rot(a) = ∆gΨ.
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Considerando um capo central, ou seja, div(a) = cS 6= 0 e rot(a) = 0, nossa

equação fundamental será

∆gΦ = cS.

Observe que a equação depende da métrica, mais especificamente, o opera-

dor de Laplace-Beltrami depente de g. Vamos explicitar esse dependência para

um caso particular de métrica. Consideramos uma métrica diagonal, ou seja,

g12 = g21 = 0. Logo ds2 = g11dx
2
1 + g22dx

2
2.

Queremos calcular div(∇Φ). Por definição,

d ∗ ω∇Φ = div(∇Φ)ν,

onde ν =
√
|detg|dx1 ∧ dx2 =

√
|g11g22|dx1 ∧ dx2 é a forma de volume de uma

variedade riemanniana.

Primeiro note que ω∇Φ = dΦ. Logo

∗ω∇Φ =

√
|g11g22|
g11

∂Φ

∂x1
dx2 −

√
|g11g22|
g22

∂Φ

∂x2
dx1.

Aplicando a diferencial exterior,

d ∗ ω∇Φ =
∂

∂x1

(√
|g11g22|
g11

∂Φ

∂x1

)
dx1 ∧ dx2

+
∂

∂x2

(
−
√
|g11g22|
g22

∂Φ

∂x2

)
dx2 ∧ dx1

=
1√
|g|

[
∂

∂x1

(√
|g|
g11

∂Φ

∂x1

)
+

∂

∂x2

(√
|g|
g22

∂Φ

∂x2

)]√
|g|dx1 ∧ dx2

=
1√
|g|

[
∂

∂x1

(√
|g|
g11

∂Φ

∂x1

)
+

∂

∂x2

(√
|g|
g22

∂Φ

∂x2

)]
ν,
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onde
√
|g| =

√
|detg|.

Portanto,

∆gΦ =
1√
|g|

[
∂

∂x1

(√
|g|
g11

∂Φ

∂x1

)
+

∂

∂x2

(√
|g|
g22

∂Φ

∂x2

)]
.

Tomando como exemplo as coordenadas polares de uma esfera de raio 1,

temos que nesse caso a métrica é

ds2 = sen2θdφ2 + dθ2,

com a matriz g =

sen2θ 0

0 1

 representando a métrica, então g11 = sen2θ e

g22 = 1. Portanto, substituindo em (1.5.5),

∆gΦ =
1

senθ

[
∂

∂φ

(
1

senθ

∂Φ

∂φ

)
+

∂

∂θ

(
senθ

∂Φ

∂θ

)]
.

É o mesmo laplaciano encontrado em [18].

1.5.6 Condição de Gauss

Dada uma equação de Poisson

∆gϕ = cS,

em uma superf́ıcie compacta sem bordo, no nosso caso a esfera, o termo de

não-homogeneidade ( ou a fonte do campo) deve satisfazer a seguinte condição,

denominada condição de Gauss :

Da equação temos ∫
M

∆gϕdA =

∫
M

cSdA.
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Por outro lado, ∫
M

∆gϕdA =

∫
M

∇ · ∇ϕdA

=

∫
∂M

∇ϕ · ndS

= 0,

pois não tem bordo. Logo, ∫
M

cSdA = 0.

No nosso caso, se S =
∑N

1 miδ(r − ri),∫
M

cSdA = c
N∑
i=1

mi

∫
M

δ(r − ri) =
c

area(M)

N∑
i=1

mi 6= 0.

Portanto, nosso termo de não-homogeneidade não pode ser mais o mesmo,

devemos ter um termo de compensação para satisfazer a condição de Gauss.

A escolha dessa compensação pode ser feita de várias maneiras diferentes.

Destacamos duas escolhas:

• A escolha que faremos consiste em cobrir a esfera com um “tapete” de di-

tribuição de massa negativa (que pode ser interpretada como anti-matéria).

Essa escolha resulta numa não-homogeneidade igual a

cS − cmtot

area(M)
,

onde mtot é a massa total.

• Uma outra escolha é a cada corpo de massa incluirmos um corpo ant́ıpoda

de massa negativa com velocidade inversa Shchepetilov[27]. Dessa forma

teŕıamos a homogeneidade

cS −
N∑
1

cmiδ(r − r̃i(t)).



56

Da mesma forma temos que considerar a condição de Gauss para encontrar-

mos a função de Green. Ou seja, a função de Green será solução da equação:

∆gG(s, s0) = c

(
δ(s− so)−

1

area(M)

)
.

por argumentos análogos ao feito para o caso acima.

1.6 Dinâmica de massas e cargas puntiformes

Aqui vamos observar a “dualidade” de um corpo puntiforme que pode agir

tanto como part́ıcula teste quanto uma singularidade.

Isso ocorre pelo fato das singularidades também estarem sob a ação de um

campo gerado pelos outros corpos ( inclusive a part́ıcula teste). Portanto,

ao escolhermos uma das singularidades e estudarmos o campo que age sobre

ela, essa singularidade desempenhará o papel de part́ıcula, e o corpo que era

particula teste anteriormente, se torna uma singularidade para esse campo.

Começamos por ressaltar que nesse caso o Hamiltonianos do sistema das

m1, m2, ...,mN massas é autônomo, dado por

H =
n∑
j=1

1

2mj
‖pj‖2

g−1 + V (q1,q2, ...,qn),

onde é

V (q1,q2, ...,qN) =
N∑

1=i<j

mimjG(qi,qj).

que é deduzido a partir da seguinte hi?ótese de trabalho:

Hipótese de trabalho: cada massa (fonte do campo gravitacional) se

comporta como part́ıcula no campo das outras massas N-1 massas.
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Observe que a métrica g determina tanto a parte cinética de H, através do

produto interno dos momentos pj,

‖pj‖2
g−1 ,

Exemplo. Considere dois corpos de massa interagindo. Um corpo de massa

m1 e posição r1 e o outro de massa m2 e posição r2. Pelo feito na seção anterior,

o potencial é dado por

V (r1, r2) = m1m2G(r1, r2).



Caṕıtulo 2

O problema dos dois corpos no plano

imerso em R3

Neste caṕıtulo consideramos o problema dos dois corpos com a dinâmica

restrita a um plano. Denotemos por qi a posição, pi momento e mi a massa

do i-ésimo corpo, i = 1, 2.

Figura 2.1: Dois corpos no plano

Vamos começar considerando a noção de integrabilidade de um sistema de

equações diferenciais ordinárias com 2n graus de liberdade. Em particular,

queremos ressaltar o papel da estrutura hamiltoniana em reduzir o número de

integrais primeiras necessárias o estudo da integrabilidade do sistema.

58
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2.1 Formulação hamiltoniana

Consideramos um sistema deN part́ıculas de massam1, ...,mN cuja dinâmica

é descrita pelas equações

˙q1i =
∂H

∂p1i
˙p1i = − ∂H

∂q1i

˙q2i =
∂H

∂p2i
˙p2i = − ∂H

∂q2i

onde qi = (qi1, qi2, 0),pi = (pi1, pi2, 0) e i = 1, 2, ..., N .

O hamiltoniano é dado por:

H (q1,q2, ...,qN,p1,p2, ...,pN) =
N∑
i=1

‖pi‖2
g

2mi
+ V (q1,q2, ...,qN) (2.1)

onde V é o potencial e a norma do momento da i-ésima part́ıcula é definida

como

‖pi‖2
g = pTi g−1pi,

onde g é o tensor métrico, que em coordenadas cartesianas é g =

1 0

0 1


Note que temos um problema com 2N graus de liberdade hamiltoniano.

Definindo X(t) = (q1, ...,qN,p1, ...,pN) e ∇ =
(

∂
∂q1
, ..., ∂

∂qN
, ∂
∂p1

, ..., ∂
∂pN

)
,

podemos escrever o sistema acima na forma reduzida

dX(t)

dt
= J∇H, (2.2)

onde J =

 0 I2N×2N

−I2N×2N 0

 , e I é a matriz identidade.
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2.2 Integrais de movimento

Formulado o sistema como vimos, temos como objetivo encontrar as inte-

grais de movimento necessárias para poder mostrar a integrabilidade. Vemos

no que segue que no caso geral precisamos de 4N − 1 integrais independentes

e que no caso hamiltoniano as integrais se reduzem a 2N , mas em involução.

2.2.1 Caso geral

Seguindo [12] e [19] vamos fazer uma introdução a integrais de movimento.

Portanto, seja a equação diferencial

ẋ = F̃ (x) , (2.3)

F̃ : A ⊆ R4n → R4n, A aberto.

Definição 2.2.1. W : A→ R diferenciável é uma integral primeira se:

• se x(t) é solução de (2.3), então W (x(t)) é constante.

• ∃ U ⊆ A aberto, tal que W não é constante em U .

Portanto, as soluções da equação diferencial (2.3) permanecem em uma

única superf́ıcie de ńıvel da integral primeira. Um conceito importante en-

volvendo integrais primeiras é a independência entre elas.

Definição 2.2.2. Sejam, Wi : A → R, i ∈ {1, ..., 4n− 1} integrais primei-

ras. Então W1,W2, ...,Wn−1 são ditas integrais independentes se os veto-

res ∇W1(x),∇W2(x), ...,∇W4n−1(x) são linearmente independentes para todo

x ∈ A−
{
x; F̃ (x) = 0

}
.



61

Definição 2.2.3. A equação (2.3) é dita integrável se possui 4n−1 integrais

primeiras independentes.

Portanto, encontrando as 4n − 1 integrais primeiras e fazendo a interseção

das superf́ıcies de ńıvel definidas por elas, obtemos a curva solução de (2.3).

2.2.2 Caso Hamiltoniano

Considerando um sistema Hamiltoniano autônomo

dX(t)

dt
= J∇H, (2.4)

onde H é um Hamiltoniano independente do tempo. Observe que por en-

quanto estamos considerando um caso geral e não necessarimente um sistema

mecânico.

Vamos introduzir o colchete de Poisson, pois nos será de grande utilidade

para identificarmos integrais primeiras. Para mais informações sobre colchete

de Poisson ver [16],[2].

Definição 2.2.4. Seja A o plano de fase de dimensão 4n, D(A) o espaço das

funções diferenciáveis A→ R. Definimos

{, } : D(A)→ D(A)

{f, g} = ∇Tf · J∇g

ser o colchete de Poisson onde J =

 0 I2n

−I2n 0

.
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Observação Pela definição, explicitamente temos:

{f, g} =
n∑

i,j=1

∂f

∂qij

∂g

∂pij
− ∂f

∂pij

∂g

∂qij
,

4n a dimensão de A.

Tendo sido introduzido o Colchete de Poisson, para identificarmos quando

f ∈ D(A) é uma integral primeira, temos o seguinte teorema:

Teorema 12. Seja f ∈ D(A), f é uma integral se, e somente se {f,H} = 0.

Demonstração. Seja φ(t, t0, (q0,p0)) : A → A solução de (2.4), (q0,p0) = X0

condição inicial dada e f ∈ D(A). Temos que

d

dt
f (φ(t, t0,X0)) =

∂f

∂q
· q̇ +

∂f

∂p
· ṗ

⇒ d

dt
f (φ(t, t0,X0)) =

∂f

∂q
· ∂H
∂p
− ∂f

∂t
· ∂H
∂q

⇒ d

dt
f (φ(t, t0,X0)) = {f,H}

Portanto,
d

dt
f (φ(t, t0,X0)) = 0⇐⇒ {f,H} = 0

Observando a antissimetria de {, } , segue que {H,H} = −{H,H}, por-

tanto {H,H} = 0, H é uma integral primeira.

Definição 2.2.5. Duas funções, f1, f2 estão em involução se {f1, f2} = 0.

O Teorema de Liouville-Arnold pode ser enunciado, informalmente, da

seguinte maneira [2]:
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Teorema 13. Seja um sistema Hamiltoniano com 4n graus de liberdade hamil-

toniano. Se o sistema tiver 2n integrais primeiras independentes em involução,

então o sistema é integrável por quadraturas.

Então passamos a ter como objetivo encontrar 2n integrais satisfazendo as

hipóteses acima. Utilizando a geometria do sistema, ganharemos intuição de

onde procurá-las, para isso, vamos introduzir a noção de simetria simplética e

o Teorema de Noether [16].

Seja ψs(X) = ψ(s,X) um fluxo hamiltoniano solução de

dX

ds
= J∇G(X)

onde G : R4n → R suave (Sistema Hamiltoniano).

Definição 2.2.6. ψs(X) é dito uma simetria simplética de H se

H(X) = H(ψs(X))

para todo X ∈ R4n e para todo s ∈ R.

Teorema 14. (Teorema de Noether) Seja ψs(X) uma simetria simplética

para o Hamiltoniano de (2.4) e solução de dX
ds = J∇G(X). Então G é uma

integral primeira do sistema (2.4).

Demonstração. Sendo ψ(s,X) uma simetria simplética de H.

∂H

∂s
(ψ (s,X)) = 0.

Por outro lado,

∂H

∂s
(ψ(s,X)) = ∇H · ∂ψ(s,X)

∂s

= ∇H · J∇G(ψ(s,X))

= {H,G} (ψ (s,X)) = 0
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2.2.3 Mecânica celeste

O problema dos dois corpos

Vamos, agora, nos focar na dinâmica de dois corpos no plano imerso em

R3, isto é, R2 ⊂ R3. Denotaremos por q1 = (q11, q12, 0) e q2 = (q21, q22, 0) as

posições das duas part́ıculas em coodernadas cartesianas.

O hamiltoniano H é dado como em Eq.(2.1) com N = 2 e

V (q1,q2) = − cm1m2

‖q2 − q1‖

Afirmação 1. H é invariante sob translações e rotações.

A invariância de H sob translações e rotações nos fornecerá as integrais

primeiras (pelo teorema 14) momento linear total Ptot e momento angular

L =
∥∥∥~L∥∥∥ respectivamente, onde ‖·‖ é norma euclidiana habitual em R3.

O momento linear total do sistema (2.2) é dado por

Ptot = p1 + p2 = (p11 + p21, p12 + p22, 0) , (2.5)

p1 = (p11, p12, 0) e p2 = (p21, p22, 0). Denotamos P1 = p11 +p21 e P2 = p12 +p22,

onde P1 e P2 são integrais primeiras.

Sendo a posição do centro de massa Qcm = m1q1+m2q2

m1+m2
. Definimos

~L := Qcm ∧Ptot (2.6)
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~L é o vetor de momento angular.

Portanto, tem-se que

~L =
1

m1 +m2
(0, 0, (m1q11 +m2q21) (p12 + p22)− (m2q22 +m1q12) (p11 + p21)) .

Denotando

L = (m1q11 +m2q21) (p12 + p22)− (m2q22 +m1q12) (p11 + p21) .

Resumindo, temos quatros integrais primeiras: H, L, P1 e P2. Desde que o

sistema tem 8 graus de liberdade, isto é, 4 graus de liberdade hamiltonianos,

segue do Teorema de Arnold-Liouville que necessitaŕıamos de 4 integrais em

involução.

Portanto nos questionamos se as quatros integrais que encontramos são in-

dependentes e se estão em involução. Note que se isso ocorre, provamos a

integrabilidade. Na próxima seção mostraremos que temos apenas três inte-

grais em involução, mas a integrabilidade pode ser provada devido às simetrias

extras, as das equações.

2.3 Integrabilidade

Consideramos as quatro integrais encontradas na seção anterior, H, L, P1 e

P2. Vamos verificar se satisfazem as hipóteses do teorema de Arnold-Liouville.

Note que H está em involução com as outras três integrais pelo Teorema 12.

Vamos testar se as outras estão duas a duas em involução.

Proposição 2.3.1.

{H,L} = {H,P1} = {H,P2} = {P1, P2} = {L, P 2
1 + P 2

2 } = 0
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{L, P1} = MP2, {L, P2} = −MP1,

onde M = m1 +m2.

Demonstração. Primeiro, fazendo para P1 e P2.

{P1, P2} =
2∑

i,j=1

∂P1

∂qij

∂P2

∂pij
− ∂P1

∂pij

∂P2

∂qij

Como P1 e P2 não dependem de qij , para i e j quaisquer, temos

{P1, P2} = 0

{L, P1} =
2∑

i,j=1

∂L

∂qij

∂P1

∂pij
− ∂L

∂pij

∂P1

∂qij

De novo, usando o fato que P1 não depende de qij e além disso, não depende

de p12 e p22, temos

{L, P1} =
∂L

∂q11

∂P1

∂p11
+

∂L

∂q21

∂P1

∂p21

=
∂L

∂q11
+

∂L

∂q21
= M (p12 + p22) = MP2 (2.7)

E, de forma completamente análoga, temos

{L, P2} = −M (p11 + p21) = −MP1

L e P2 não estão em involução.

Finalmente fazemos para P 2
1 + P 2

2 e L. Temos pela linearidade do colchete de

Poisson, {
L, P 2

1 + P 2
2

}
=
{
L, P 2

1

}
+
{
L, P 2

2

}
= 2 {L, P1}P1 + 2 {L, P2}P2

= 2MP2P1 − 2MP1P2 = 0
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.

Segue da proposição acima, segue L não está em involução com P1, nem

com P2.

Portanto, essas quatro integrais não verificam as hipóteses teorema de Arnold-

Liouville, assim, ainda não nos garante que o sistema é integrável. Observamos

agora que o sistema mecânico em estudo verifica a segunda lei de Newton, ou

seja

m1
dv1

dt
= ∇V (q1,q2) e m2

dv2

dt
= ∇V (q1,q2).

Portanto, as acelerações são invariantes em todos os sistemas de referência

inerciais, ou seja

d (v1 + u)

dt
=
dv1

dt
e

d (v2 + u)

dt
=
dv2

dt
,

onde u é uma velocidade constante.

Isto significa que todos os sistemais de referência inercial são equivalentes.

Utilizaremos essas simetrias extras que o nosso sistema é integrável.

2.4 Redução

Utilizamos simetrias para fazemos o processo de redução.

As Simetrias Hamiltonianas, que utilizando o Teorema de Noether estudado

anteriormente, nos fornece integrais de movimento.

Abaixo segue um esquema das simetrias hamiltonianas do nosso sistema, e

as integrais de movimento relacionada.



68

• Simetrias hamiltonianas (simetria ⇒ integral de movimento)

Translação com relação a x ⇒ Px (momento total)

Translação com relação a y ⇒ Py (momento total)

Rotação ⇒ L ( momento angular)

Translação com relação a t ⇒ H (hamiltoniano).

E as Simetrias das Equações. Essas simetrias vem da equivalência dos

sistemas referenciais inerciais, fato esse conheci como invariância galileana

ou prinćıpio da relatividade galileana [2].

• Simetrias das equações (Invariância Galileana)

– acréscimo de velocidade constante na direção x

– acréscimo de velocidade constante na direção y

A aceleração do sistema permanece a mesma. O centro de massa tem

movimento ret́ılineo uniforme nas duas direções.

A força aplicada na k-ésima part́ıcula é dada por

~Fk = mkak =
N∑

j=1,j 6=k

Gmjmk

‖qj − qi‖2 r̂jk,

onde r̂jk =
qj−qk
‖qj−qk‖ .

Logo,

~Ft =
N∑
k=1

mkak =
N∑
k=1

N∑
j=1,j 6=k

Gmjmk

‖qj − qi‖2 r̂jk = 0.
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~Ft =
d

dt
Ptot = 0

⇒ Ptot é constante.

Seja M =
∑N

i=1mi,

qcm :=

∑N
i=1miqi
M

Então

vcm =
Ptot

M
.

Usamos a invariância galileana para escolhermos um referencial onde

vcm = 0.

No caso de dois corpos no plano essa escolha tem as seguintes consequências:

•

vcm = 0⇒ Ptot = 0,

então

P1x + P2x = 0 ⇒ P2x = −P1x

P1y + P2y = 0 ⇒ P2y = −P1y.

Note que aqui, passamos de quatro para somente duas incógnitas.

• O centro de massa está em repouso, pela invariância por translações esco-

lhemos de forma que fique na origem,

m1q1 +m2q2 = 0.
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m1q1x +m2q2x = 0 ⇒ q2x = −m1

m2
q1x

m1q1y +m2q2y = 0 ⇒ q2y = −m1

m2
q1y.

Da mesma forma que feita anteriormente, passamos de quatro incógnitas

para duas.

Juntando as duas etapas, na verdade, passamos de oito para quatro. Dessa

forma de diminuimos a dimensão do sistema:

8→ 4.

Ao escolhermos um valor para L diminuimos mais uma.

4→ 3.

Utlizando a invariância por rotações.

3→ 2.

Finalmente, usando o hamiltoniano H,

2→ 1.

Logo o sistema é integrável.

Seguindo as idéias de [21], vamos fazer uma redução de dimensões do pro-

blema, usando as integrais encontradas na seção 2.2. Começamos por fazer

uma mudança de variáveis que preserve a estrutura do Hamiltoniano (ver seção

1.3.3). Lembrando que nosso Hamiltoniano é dado por

H (q1,q2,p1,p2) =
‖p1‖2

2m1
+
‖p2‖2

2m2
+ V (‖q2 − q1‖) (2.8)
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Então, definindo

Q = q2 − q1 Q̄ =
m2q2 +m1q1

m1 +m2
(2.9)

Temos como momentos conjugados, respectivamente

P =
m1p2 −m2p1

m1 +m2
P̄ = p1 + p2 (2.10)

Observação Essa mudança foi feita para usarmos as integrais que já temos

P1 e P2. Pois, por (2.5), P̄ = Ptot. Disso, já podemos inferir que, sendo as

coordenadas de P̄ integrais primeiras, temos ˙̄P = 0, portanto, H nas novas

coordenadas não dependerá de Q̄.

Substituindo em (2.8) as novas definições (2.9) e (2.10), temos

H
(
Q, Q̄,P, P̄

)
=

∥∥P̄∥∥2

2 (m1 +m2)
+

‖P‖2

2
(

m1m2

m1+m2

) + V (‖Q‖)

com as novas equações

Q̇ =

(
m1 +m2

m1m2

)
P Ṗ = − ∂

∂QV (‖Q‖)

˙̄Q =
P̄

m1 +m2

˙̄P = 0

Observe que Q̄ é a posição do centro de massa do sistema. De ˙̄P = 0 temos

que P̄ = P0 constante. Logo ˙̄Q = P0

m1+m2
, então Q̄ = P0t

m1+m2
+C0, C0 constante.

Portanto, temos que o centro de massa está em movimento uniforme, então

as questões importantes em relação a dinâmica do sistema se limitam à posição

relativa entre os dois corpos. Ou seja, podemos considerar o Hamiltoniano

H(Q,P; P̄) =
‖P‖2

2
(

m1m2

m1+m2

) + V (‖Q‖) + C(P̄)
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onde C(P̄) é uma constante.

Logo é equivalente a

H̃(Q,P) =
‖P‖2

2
(

m1m2

m1+m2

) + V (‖Q‖) (2.11)

Tendo feito isso, reduzimos o nosso problema, ao bem conhecido Problema

de Kepler, que será discutido na próxima seção.

Ou seja, resolvendo o problema de Kepler com o Hamiltoniano (2.11), re-

solvemos o sistema inicial. Observe que, como prometido, diminúımos o grau

de liberdade do sistema de 4 para 2.

2.5 O Problema de Kepler

O problema de Kepler se estabelece por considerar um caso especial, onde

se considera um dos corpos fixo e o outro em movimento. Um exemplo desse

tipo de dinâmica pode ser visto na relação Sol-Terra, onde o Sol é considerado

fixo, e a Terra orbita ao seu redor. Esse tipo de dinâmica se dá, geralmente,

quando um corpo possui uma massa grande em relação ao outro.

2.5.1 Caso Geral

Sejam dois corpos de massa m e M . Consideremos que o corpo de massa

M é o corpo fixo. Sem perda de generalidade, definimos a origem do espaço

coordenado sobre tal corpo. Denotemos por q a posição do corpo de massa m

em relação à origem (em particular, em relação ao outro corpo).

Como a energia cinética do corpo fixo é nula, pois está parado, a dinâmica
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é representada pelo Hamiltoniano

H(q,p) =
‖p‖2

2m
− V (q)

onde p é o momento conjugado a q, e pelas equações

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂V (‖q‖)
∂q

Como podemos considerar que a dinâmica está restrita a um plano, temos

um sistema com dois graus de liberdade.

Considere q = (x, y, 0) e p = (px, py, 0). Vamos passar para coordenadas

polares (r, θ)

r =
(
x2 + y2

) 1
2

θ = arctg
(y
x

)
Sendo uma transformação canônica, temos como momentos:

pr = pxcosθ + prsenθ

pθ = −rpxsenθ + rpycosθ

Portanto o novo Hamiltoniano é dado por

H(r, θ, pr, pθ) =
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+ V (r) (2.12)

Com as equações

ṙ =
pr
m

ṗr =
p2θ
mr3 −

dV
dr (2.13)

θ̇ =
pθ
mr2

ṗθ = 0



74

Note que o sistema dado pelas equações dadas em (2.13), é um sistema de duas

incógnitas e duas equações, uma vez pθ é constante. Vamos encontrar r, pois

feito isso, resolvemos o sistema. Defina, considerando pθ 6= 0,

u =
1

r

dt

dθ
=
r2m

pθ
(2.14)

De (2.13) temos

r̈ =
ṗr
m

=
p2
θ

m2r3
− 1

m

dV

dr

Sendo V (r) = −k
r , k > 0 e usando (2.14) temos

r̈ =
p2
θu

3

m2
− ku2

m
(2.15)

Por outro lado, fazendo r(θ(t)), temos

ṙ =
dr

dθ

dθ

dt
=

pθ
mr2

dr

dθ

=
pθ
m
u2du

−1

dθ
=
pθ
m
u2

(
− 1

u2

du

dθ

)
= −pθ

m

du

dθ

Então,

r̈ = −pθ
m

d

dt

du

dθ
= − pθ

mr2

d2u

dθ2

= − p
2
θ

m2
u2d

2u

dθ2
(2.16)

Igualando (2.15) e (2.16) tem-se

p2
θu

3

m2
− ku2

m
= − p

2
θ

m2
u2d

2u

dθ2

⇒ d2u

dθ2
+ u− km

p2
θ

= 0,
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que é a equação diferencial de um oscilador não-homogêneo, cuja solução é

dada por

u =

(
km

p2
θ

)
(1 + ecos(θ − θ0)) ,

onde, e e θ0 são constantes de integração. Portanto, por (2.14),

r =

(
p2
θ

mk

)
1

(1 + ecos(θ − g))
.

E temos,

e = 0 r é um ćırculo

e = 1 r é uma parábola

e > 1 r é uma hipérbole

e < 1 r é uma elipse

Feito isso, resolvemos o sistema (2.13).

Portanto, o problema de Kepler é integrável.

2.5.2 Caso a ser estudado

Voltando ao caso da seção anterior, com

H̃(Q,P) =
‖P‖2

2
(

m1m2

m1+m2

) + V (‖Q‖) ,

temos que a equação
dX(t)

dt
= J0OH̃
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descreve a dinâmica de um problema de Kepler com um corpo de massa m1+m2

fixo na origem, e outro de massa m1m2

m1+m2
se deslocando.

Passando às coordenadas polares

r = ‖Q‖

θ = arctg

(
Q2

Q1

)
,

onde Qi e Pi são as coordenadas, no plano onde ocorre a dinâmica, de Q e P

respectivamente, i = 1, 2.

Fazendo uma tranformação canônica de coordenadas, temos que os momen-

tos associados são

pr =
P ·Q
r

pθ = P2Q1 − P1Q2.

Sendo assim, o novo hamiltoniano e suas equações são

H (r, θ, pr, pθ) =
p2
r

2M
+

p2
θ

2Mr2
+ V (r),

onde M = m1m2

m1+m2
e

ṙ =
pr
M

ṗr =
p2θ
Mr3 −

dV
dr

θ̇ =
pθ
Mr2

ṗθ = 0

Portanto a solução se dá como anteriormente.
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2.6 Estudo do potencial

Nessa seção, vamos estudar o comportamento do potencial, e como ele in-

terfere na dinâmica, mais precisamente, nas órbitas.

Pela seção anterior, temos que o hamiltoniano do sistema, após a redução

de dimensão, é dado pela equação

H(r, θ, pr; pθ) =
p2
r

2M
+

p2
θ

2Mr2
+ V (r)

onde pθ é constante. Como estamos considerando o plano imerso em R3, o

potencial é dado por V (r) = −k
r , k > 0.

2.6.1 O Potencial Efetivo

Definição 2.6.1. Defina Vef(r) =
p2θ

2mr2 +V (r) o potencial efetivo do sistema

(2.13) e hamiltoniano (2.12)

Sendo H uma integral de movimento que representa a energia total do sis-

tema, passaremos a denotá-lo por E. Portanto, temos a seguinte equação:

E =
p2
r

2M
+ Vef(r) (2.17)

Para estudarmos o Vef de forma simplificada, escrevemos a =
p2θ

2M , notando

que a > 0,

Vef =
a

r2
− k

r

Observação. O nomeclatura potencial efetivo faz sentido, pois observando

a equação (2.17) vemos que a energia é equivalente ao de uma part́ıcula de

massa M, de movimento unidimensional e com energia portencial igual a Vef .
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Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

Figura 2.2: Potencial Efetivo Gravitacional, Vef = a
r2
− k

r
, a = 1

2
e k = 3

Vemos na figura 2.2 o comportamento do potencial efetivo.

Observação. Na figura 2.3 apresentamos o gráfico no caso do potencial

efetivo elétrico, percebemos a diferença de corportamento devido a troca de

sinal, isto é, enquanto o potencial gravitacional é negativo, o potencial elétrico

é positivo.

Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

Figura 2.3: Potencial Efetivo Elétrico, Vef = a
r2

+ k
r
, a = 1

2
e k = 3

Estudemos algumas propriedades de Vef = a
r2−

k
r que independem dos valores

de a, k (exceto do fato de que são positivos). Estas propriedades serão úteis

para a seção seguinte.

Afirmação 1. Vef tem um único zero.

Demonstração. De fato, Vef = 0 se, e somente se
a

r2
− k

r
= 0. Portanto,



79

devemos ter a− kr = 0. Logo,Vef se anula apenas para r = a
k .

Afirmação 2. limr→0 Vef =∞ e limr→∞ Vef = 0

Demonstração. Trivial

Afirmação 3. Vef sempre tem um mı́nimo em r = 2a
k e é único.

Demonstração. De fato, sendo Vef =
a

r2
− k

r
. Temos

dVef
dr

=
−2a

r3
+
k

r2
. Logo,

dVef
dr

= 0 se, e somente se
−2a+ kr

r3
= 0, ou seja, −2a+ kr = 0. Então r = 2a

k

é o único ponto cŕıtico.

Utilizando o “critério da segunda derivada”, tendo
d2Vef
dr2

=
6a

r4
− 2k

r3
, e

d2Vef
dr2
|r= 2a

k
=

k4

(2a)3
> 0, r =

2a

k
é ponto de mı́nimo local. Pelas propriedades

da Afirmação 2, e
2a

k
>

a

k
(logo Vef

(
2a
k

)
< 0), r =

2a

k
é o único ponto de

mı́nimo global.

Portanto a figura 2.2 representa qualitativamente nosso potencial, indepen-

temente de a e k.

2.6.2 Estudo qualitativo das órbitas

Agora faremos uma sobreposição dos gráficos dos ńıves de energia com o

do potencial efetivo para fazer uma estudo qualitativo das órbitas. Mostrare-

mos que sempre temos órbitas circulares e órbitas limitadas, porém também

existirão órbitas ilimitadas.

Mas antes de tudo vamos definir dois tipos de órbitas que aparecerão.
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Definição 2.6.2. Uma part́ıcula tem uma órbita fechada se para φ(t, x), o

fluxo que descreve a órbita da part́ıcula, existe τ > 0 tal que

φ(t, x) = φ(t+ τ, x) ∀x ∈ R.

Ou seja, a órbita é periódica.

Por exemplo é fácil perceber que uma órbita circular satisfaz a definição

acima.

Definição 2.6.3. Um órbita é dita limitada se existem dois ćırculos de raios

r1 e r2 de forma que a órbita fica confinada entre esses dois ćırculos. Se temos

r1 < r2, dizemos que r1 é o pericentro e r2 o apocentro.

Portanto, agora estamos pronto para classificar as órbitas. Lembremos que,

pela equação (2.17), tem-se

p2
r

2M
= E− Vef(r)

Uma das consequências dessa equação é que só ocorre dinâmica quando

E− Vef(r) > 0. Vamos separar em três casos onde ocorre dinâmica:

Primeiro caso - órbita ilimitada

Neste caso consideramos energias E ≥ 0. Para tais valores, seu gráfico inter-

secta apenas uma vez o gráfico do potencial efetivo. No ponto de intersecção

o corpo está em repouso, logo após esse ponto, os gráficos se distanciam, indi-

cando um aumento de velocidade da part́ıcula. Onde o potencial efetivo tem

seu ponto de mı́nimo é quando a part́ıcula atinge sua velocidade máxima. De-

pois sua velocidade se estabiliza, porém ela continua se afastando. Então, para

esses valores de energia temos órbita ilimitada! Veja figura 2.4.



81

Potencial efetivo

r0

E

Figura 2.4: Órbitas ilimitadas

Segundo caso - órbita limitada

Agora, analisaremos quando E ∈ (Vef
(

2a
k ), 0

)
. Aqui, temos que seu gráfico

intersercta duas vezes o gráfico do potencial efetivo. Portanto, a órbita fica

confinada pelas barreiras de potencial definidas pelos pontos de intersecção.

Dáı conclúımos que a órbita part́ıcula é limitada. Veja figura 2.5.

Potencial efetivo

r0

E

Figura 2.5: Órbitas limitadas

Terceiro caso - órbita circular

No último, nos resta analisar quando E = Vef
(

2a
k

)
. Os gráficos se intersec-

tam apenas nesse ponto. Portanto, a órbita da part́ıcula fica restrita ao raio

de 2a
k , logo a órbita é circular. Veja figura 2.6
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Potencial efetivo

r0

E

Figura 2.6: Órbita ćırcular

A pŕıncipio, o terceiro caso é o único para o qual podemos garantir que

possui órbita fechada, no segundo caso, apenas garantimos que são limitadas!

Porém, temos pelo Teorema de Bertrand que para esse potencial (V ∼ 1
r)

todas as órbitas limitadas são fechadas! Isso não ocorrerá para o caso em que

V ∼ log(r) como fazemos no caṕıtulo 3.

Teorema 15. (Teorema de Bertrand) As únicas forças centrais que resul-

tam em órbitas fechadas para todas as órbitas limitadas são as forças geradas

pelos potenciais V ∼ 1
r e V ∼ r2.

2.7 O vetor de Laplace-Runge-Lenz

Aqui vamos considerar a dinâmica do problema de Kepler e vamos evidenciar

integrais de movimentos escondidas, as coordenadas do vetor de Laplace-Runge

-Lenz. Feito isso, vamos mostrar as relações de independência entre as integrais

que t́ınhamos, a saber, o hamiltoniano e o momento angular. Toda essa seção

se baseia em Alemi[1] e [15].
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2.7.1 O vetor

Relembrando o problema de Kepler, estamos considerando a dinâmica entre

dois corpos de massa, um de massa M , corpo tal que vamos considerar fixo

na origem, e outro corpo de massa m orbitando o corpo de massa M . Como

estudado anteriormente temos que essa dinâmica é descrita pelas equações

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂V (‖q‖)
∂q

onde q e p são a posição e o momento de corpo de massa m e

H(q,p) =
‖p‖2

2m
+ V (q).

Para simplificar as contas, vamos considerar os vetores q e p no plano XY.

Observe que podemos fazer isso já que, como vimos anteriormente, a dinâmica

fica restrita a um plano. Porém as definições a seguir independe dessa escolha.

Primeiro definimos o momento angular.

Definição 2.7.1. O vetor

L = q ∧ p

o vetor de momento angular

Definição 2.7.2. Chamaremos por vetor de Laplace-Runge-Lenz o vetor

definido por

A = p ∧ L−mkr̂,

onde k é uma constante caracterizando o potencial e r̂ =
q

‖q‖
.
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Como dissemos anteriormente, buscamos as coordendas desse vetor, por-

tanto agora iremos nessa direção. Note que, utilizando nossa definição para L,

podemos escrever

A = p ∧ (q ∧ p)−mk q

‖q‖
.

Utilizando a Fórmula de Lagrange 1,

A = q (p · p)− p (p · q)−mk q

‖q‖

. Sendo q = (q1, q2, 0) e p = (p1, p2, 0), obtemos

A =

(
p2 (p2q1 − p1q2)−mk

q1

‖q‖
, p1 (q2p1 − p2q1)−mk

q2

‖q‖
, 0

)
. (2.18)

Fazendo a mudança de coordenadas como anteriormente, temos:

r = ‖q‖ pr =
p · q
r

θ = arctg
(
q2
q1

)
pθ = p2q1 − p1q2

,

Sendo
q1

r
= cosθ,

q2

r
= senθ, temos

p1 = pr cos θ − pθ
senθ

r

e

p2 = prsenθ + pθ
cos θ

r
.

Substituindo em (2.18) temos:

A =

(
senθprpθ +

cosθ

r
p2
θ −mkcosθ,−cosθprpθ +

senθ

r
p2
θ −mksenθ, 0

)

2.7.2 Interpretação geométrica do vetor L-R-L

Na figura 2.7 está representado o Vetor L-R-L em posições diferentes das

órbitas. Vamos estudar algumas propriedades geométricas do vetor. Primeiro
1A Fórmula de Langrange no diz que dados ~u,~v,~w ∈ R3 tem se: ~u ∧ (~v ∧ ~w) = ~v(~u · ~w)− ~w(~u · ~v)
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o fato que ele é ortogonal ao vetor de momento angular. De fato isso é imediato

de

A · L = (p ∧ L) · L−mk q

‖q‖
· (q ∧ p) = 0

Segundo, podemos descrever a órbita em função do módulo de vetor A.

Note que a direção do vetor L-R-L está fixada, denotemos por θ o ângulo entre

o vetor q e esta direção. Temos que

A · q = Arcos(θ), (2.19)

onde ‖A‖ = A e ‖q‖ = r. Por outro lado, utilizando definição de A,

A · q = (p ∧ L) · q−mk q

‖q‖
· q (2.20)

= L · (q ∧ p)−mkr (2.21)

= l2 −mkr, (2.22)

onde l é a norma do vetor de momento angular. Pelas equações (2.19) e (2.22),

1

r
=
mk

l2

(
1 +

A

mk
cosθ

)
.

Portanto, o formato da órbita e sua simetria de fato tem uma ligação com o

vetor de Laplace-Runge-Lenz. De acordo com [15], a existência do vetor L-R-L

é suficiente para indicar que as órbitas são fechadas.

2.7.3 As coordenadas do vetor L-R-L como integrais de movimento

Então, mostraremos que as coordenadas não nulas do vetor L-R-L são inte-

grais de movimento. Para isso utilizaremos o teorema 12, que diz que f é uma
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r

r

r
r

1

2

3

4

pxL

A

mk ^

A

A

A

r
pxL

mkr̂

mkr̂pxL

pxL
mkr̂

Figura 2.7: Vetor de Laplace-Runge-Lenz

quantidade conservada, se e somente se {f,H} = 0. Denotemos

I1 = senθprpθ +
cos θ

r
p2
θ −mk cos θ

e

I2 = − cos θprpθ +
senθ

r
p2
θ −mksenθ.

Considerando o colchete de Poisson {, } definido no espaço de fase (r, θ, pr, pθ),

vamos provar a seguinte afirmação:

Afirmação. {Ii, H} = 0, para i = 1, 2, ou seja, I1 e I2 são integrais pri-

meira.

Demonstração. Faremos para I1, para I2 é completamente análogo. Sabemos

que

{H, I1} =
∂H

∂r

∂I1

∂pr
− ∂H

∂pr

∂I1

∂r
+
∂H

∂θ

∂I1

∂pθ
− ∂H

∂pθ

∂I1

∂θ

Portanto, sendo

H(r, θ, pr, pθ) =
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
− k

r
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depois da mudança de coordenadas e

I1 = senθprpθ +
cos θ

r
p2
θ −mk cos θ

tem-se

{H, I1} =

(
−p2

θ

mr3
+
k

r2

)
(pθsenθ)−

pr
m

(
−p2

θcosθ

r2

)
− pθ
mr2

(
prpθcosθ −

p2
θsenθ

r
+mksenθ

)
É imediato que {H, I1} = 0, pela antissimetria do colchete de Poisson, {I1, H} =

0, I1 é uma integral primeira.

Agora temos 4 integrais primeiras, H,pθ, I1 e I2 , nos resta mostrar que

pelo menos 3 delas são independentes. Feito isso, temos que o nosso sistema é

integrável.

2.7.4 Independência entre as integrais

Duas integrais primeiras W1 e W2 são linearmente independentes, se os

vetores ∇W1 e ∇W2 são linearmente independentes.

Afirmamos queH, pθ, Ii são linearmente independentes i = 1, 2. Novamente,

fazemos para i = 1, para i = 2 é inteiramente analogo. Temos que

∇H (θ, r, pθ, pr) =

(
0.− p2

θ

mr2
+ V ′((r) ,

pθ
mr2

,
pr
m

)
∇pθ = (0, 0, 1, 0)

∇I1 =

(
prpθcosθ − p2

θ

senθ

r
+mksenθ,−p2

θ

cosθ

r2
, prsenθ + pθ

2cosθ

r
, pθsenθ

)
Note que se

prpθcosθ − p2
θ

senθ

r
+mksenθ 6= 0,
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∇I1 não pode ser escrito como combinação linear dos outros dois vetores. De

fato, identificando com polinômio em pθ e pr,

prpθcosθ − p2
θ

senθ

r
+mksenθ = 0

se cosθ = 0, senθ
r = 0 e mksenθ = 0. Absurdo pois teŕıamos cosθ = senθ = 0!

Como os vetores são dois a dois linearmente independentes, temos que os três

de fato são LI, portanto as integrais primeiras são independentes.

Então, encontramos 3 integrais primeiras para um sistema de 4 graus de

liberdade, conclúımos que nosso problema é integrável.



Caṕıtulo 3

O problema dos dois corpos na

geometria intŕınseca do plano

3.1 Plano como espaço ambiente

Vamos primeiro fazer uma abordagem algébrica do sistema acima, mos-

trando a solução de forma impĺıcita e depois de maneira mais anaĺıtica, faremos

um estudos do gráfico e de seu plano de fase.

Considerando a equação (2.17) , tem-se

p2
r

2M
= E − Vef(r)

⇒ pr = ± [2M (E − Vef(r))]
1
2 (3.1)

Logo, como ṙ = pr
M , de (3.1),

ṙ = ± [2M (E − Vef(r))]
1
2

M

89
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Observe que r = ± [2M(E−Vef (r))]
1
2

M são cont́ınuas em (0,∞). Definindo f(r) =

[2M(E−Vef (r))]
1
2

M (a escolha do sinal foi arbitrária), obtemos uma equação diferen-

cial ordinária autônoma, a saber

ṙ = f(r)

Dada uma certa condição inicial, pelo teorema de Peano para EDO’s, ga-

rantimos uma solução em um intervalo.

Portanto, onde a solução r(t) está bem definida, diretamente das equações

do sistema (2.17) obtém-se θ(t) =
∫

pθ
Mr2dt e pr = Mf(r).

3.2 Estudo do potencial

Faremos agora a mesma análise que fizemos na seção 2.6 do caṕıtulo 2. E

usaremos os resultados obtidos lá, para compararmos a ação dos dois potenci-

ais. Relembrando, temos o hamiltoniano

H(r, θ, pr, pθ) =
p2
r

2M
+

p2
θ

2Mr2
+ V (r),

onde V (r) = klog(r), veja seção 1.5, k > 0 já que agora estamos trabalhando

na geometria intŕınseca do plano. Com o sistema de equações

ṙ =
pr
M

ṗr =
p2
θ

Mr3
− dV

dr

θ̇ =
pθ
Mr2

ṗθ = 0.

Note que pθ é constante.
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3.2.1 O Pontencial Efetivo

Utilizando a definição 2.6.1, temos que agora o potencial efetivo é dado

por

Vef(r) =
p2
θ

2Mr2
+ klog(r)

Podemos reformular o sistema de equações da seguinte maneira:

ṙ =
pr
M

ṗr = −dVef
dr

θ̇ =
pθ
Mr2

ṗθ = 0,

e o hamiltoniano

H (r, pr; pθ) =
p2
r

2M
+ Vef(r).

Dadas condições iniciais para as equções acima, r(0) = r0, pr = pr0 e θ(0) =

θ0, temos que H sendo uma integral de movimento, é uma constante na solução

de tal sistema. Denotemos H(r, pr; r0, θ0, pr0, pθ) = E(r, pr; pθ).

E(r, pr; pθ) = E =
p2
r

2M
+ Vef . (3.2)

Voltando nossa atenção para o potencial, vamos escreve-lo de forma mais

simples, para melhor tratamento qualitativo.

Vef =
a

r2
+ klog(r)

Veja na figura 3.1 um exemplo do comportamento do potencial efetivo gravi-

tacional.

Observação Assim como feito no caṕıtulo 2 quando estudamos o potencial

efetivo, mostramos o exemplo no caso elétrico para compararmos a diferença
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Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

Figura 3.1: Potencial Efetivo Gravitacional, a = 1
2

e k = 3

entre o caso atrativo (gravitacional, Vef = a
r2 + klog(r)) e o repulsivo (elétrico,

Vef = a
r2 − klog(r)). Ver figura 3.2.

Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r

0

Figura 3.2: Potencial Efetivo Elétrico, a = 1
2

e k = 3

Observação. Agora vamos aproveitar o momento para comparar a dife-

rença entre os potencias efetivos cosiderados neste caṕıtulo e no anterior no

caso atrativo (gravitacional) e no caso repulsivo. Os valores de a e k são os

mesmo que usados anteriormente. Ver figura 3.3.

Vamos mostrar duas propriedades gerais (independente dos valores de a e

k) do potencial efetivo que estamos considerando. Elas serão úteis na próxima

seção quando estudarmos as óbitas.

Afirmação 1.limr→0 Vef =∞ e limr→∞ Vef =∞
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Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

(a) Vef = a
r2 −

k
r

Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

(b) Vef = a
r2 + klog(r)

Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r0

(c) Vef = a
r2 + k

r

Potencial efetivo

a/r²

Potencial

r

0

(d) Vef = a
r2 − klog(r)

Figura 3.3: (a) R2 ⊂ R3 e (b) R2 Caso gravitacional, (c)R2 ⊂ R3 e (d) R2 Caso elétrico

Demonstração. Trivial.

Afirmação 2. Vef tem um único ponto de mı́nimo, em r =
√

2a
b

Demonstração. Vef =
a

r2
+klog(r), vamos procurar seus pontos cŕıticos. Temos

d

dr
Vef =

−2a+ kr2

r3

d

dr
Vef = 0⇐⇒ −2a+ kr2

⇒ r =

√
2a

k

Portanto, r =
√

2a
k é o único ponto cŕıtico para Vef . Agora usando o critério

da segunda derivada vamos constatar que é um ponto de mı́nimo.



94

De fato, sendo a segunda derivada

d2

dr2
Vef =

6a− kr2

r4

Temos d2

dr2Vef |r=√ 2a
k

=
k2

a
> 0. Logo, r =

√
2a
k é um ponto de mı́nimo local, é

único ponto cŕıtico. Como os limites vão para infinito quando r tende para os

extremos do domı́nio de Vef , r =
√

2a
k é mı́nimo.

3.2.2 Estudo qualitativo das órbitas

Utilizando a equação da energia (3.2) fazemos o estudo qualitativo das

órbitas. Veremos que para esse potencial não existe órbita ilimitada.

Primeiro caso - órbita limitada

Se considerarmos E ∈ (Vef

(√
2a
k

)
,∞), pela propriedade de que limr→0 Vef =

∞ e limr→∞ Vef =∞ garantimos que existem r1 e r2 tais que E− Vef = 0 nes-

ses pontos (são os pontos de intersecção entre os gráficos das funções na figura

3.4). Portanto a órbita da part́ıcula fica confinada entre os ćırculos de raio r1

e r2, ou seja é uma órbita limitada.

Potencial efetivo

r0

E

Figura 3.4: Órbita limitada
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Segundo caso - órbita circular

Considerando E = Vef

(√
2a
k

)
, como Vef

(√
2a
k

)
é o valor mı́nimo de Vef ,

os gráficos se intersectam somente uma vez, e portanto a órbita se mantém

sempre a uma distância de r =
√

2a
k . Portanto a órbita é circular! Veja figura

3.5.

Potencial efetivo

r
0

E

Figura 3.5: Órbita circular

Note que se E ∈ (−∞, Vef
(√

2a
k

)
), teŕıamos E − Vef < 0 para todo r ∈

(0,∞), portanto
p2
r

2M
< 0,

absurdo!. Ou seja, nesse caso não ocorre interação! Sendo assim os únicos

casos posśıveis são os casos acima relatados, então podemos concluir que para

o potencial V (r) = klog(r) todas as órbitas são limitadas!

Na próxima seção provaremos que nenhuma dessas órbitas é uma elipse com

a origem em um dos focos, lembrando que para o potencial 1
r obtemos que todas

as órbitas limitadas tem essa forma (Primeira lei de Kepler), e mais, que para

órbitas próximas à órbita circular nenhuma órbita é fechada.
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3.3 O Potencial log(r) e as órbitas fechadas

Primeiro focaremos nas órbitas eĺıpticas, pela importância das leis de Ke-

pler, e depois generalizamos, no sentido de nenhuma órbita ser fechada, para

órbitas próximas a órbita circular.

3.3.1 O potencial log(r) não gera órbitas eĺıpticas

Provemos então que utilizando o pontencial log(r) não teremos nenhuma

órbita que respeita a primeira lei de Kepler. Segue a proposição:

Proposição 3.3.1. Considerando o Hamiltoniano

H =
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+ klog(r) (3.3)

k > 0,com as equações

ṙ =
pr
m

ṗr =
p2
θ

mr3
− k

r
(3.4)

θ̇ =
pθ
mr2

ṗθ = 0. (3.5)

Então, nenhuma das órbitas é uma elipse com a origem em um dos focos, fora

da órbita circular.

Observação: Note que pelas equações acima, é imediato que pθ é constante.

Demonstração. Suponha, por contradição, que exista tal órbita. Nesse caso ela

pode ser paramentrizada como

r(θ) =
a(1− e2)

1 + ecos(θ)
, (3.6)
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onde a é o maior semi-eixo da elipse e e é a excentricidade (0 < e < 1). Da

parametrização acima temos

dr

dt
=
dr

dθ

dθ

dt
.

De (3.6), dr
dθ = a(1−e2)esen(θ)

(1+ecos(θ))
2 , já pelas equações do sistema, dθ

dt = pθ
mr2 . Portanto,

dr

dt
=
a(1− e2)esen(θ)pθ

(1 + ecos(θ))2mr2

Substituindo (3.6) na equação acima,

dr

dt
=

a(1− e2)esen(θ)pθ (1 + ecos(θ))2

(1 + ecos(θ))2ma2 (1− e2)2

=
esen(θ)pθ
ma(1− e2)

Por outro, olhando para as equações do sistema, dr
dt = pr

m . Igualando as duas

equações podemos concluir que

pr =
esen(θ)pθ
a(1− e2)

.

Dessa equação temos que

ṗr =
ecos(θ)pθ
a(1− e2)

dθ

dt
=

ecos(θ)p2
θ

ma(1− e2)r2

Note que, novamente pelas equações do sistema, temos ṗr =
p2θ
mr3 −

k
r Igualemos

essas duas equações e temos

p2
θ

mr3
− k

r
=

ecos(θ)p2
θ

ma(1− e2)r2

Após manipulação e usando (3.6), temos

p2
θ + p2

θecos(θ) = ma2(1− e2)2k
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Então,

cos(θ) =
ma2(1− e2)2k − p2

θ

ep2
θ

Porém, o lado direito da equação é constante, mas cos(θ) com θ indo de 0 a 2π

não o é! Absurdo! Chegamos assim a nossa contradição. Portanto, não existe

a órbita elitica com a origem em um dos focos.

3.3.2 O Potencial log(r) não gera órbitas fechadas

Considerando órbitas geradas pelo potencial klog(r) com r próximo a r0

(ponto de mı́nimo de Vef), provamos pela proposição a seguir, que tais órbitas

não são fechadas.

Proposição 3.3.2. Seja um sistema com o Hamiltoniano (3.3) com as equações

(3.4) e (3.5). Temos que as órbitas próximas à órbita circular não são fecha-

das.

Demonstração. Fixando um ńıvel de energia, de forma que

E =
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+ V (r)

Usando a notação do potencial efetivo,

E =
p2
r

2m
+ Vef(r)

Temos que pθ é constante como foi observado anteriormente. Portanto, temos

p2
r

2m
= E − Vef(r)

⇒ pr = ±
√

2m(E − Vef(r)).

Faremos as contas para o sinal positivo.
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Pelas equações do sistema,

dr

dt
=

√
2m(E − Vef(r))

m
(3.7)

⇒ dr =

√
2m(E − Vef(r))

m
dt. (3.8)

Por outro lado,

dθ

dt
=

pθ
mr2

(3.9)

⇒ dθ =
pθ
mr2

dt. (3.10)

Juntando as equações (3.8) e (3.10),

dθ =
pθ

r2
√

2m(E − Vef(r))
dr.

Então,

θ(r) =

∫ r2

r1

pθ

r2
√

2m(E − Vef(r))
dr,

Sendo a órbita limitada, existem rmin (pericentro) e rmax(apocentro), e defini-

mos

Φ(r) =

∫ rmax

rmin

pθ

r2
√

2m(E − Vef(r))
dr, (3.11)

o ângulo entre o pericentro e apocentro.

Defina x =
pθ
r

, então fazendo a mudança de variável em (3.11),

Φ(x) =

∫ xmin

xmax

−dx√
2m(E − x2

2m − V (x))
(3.12)

=
1√
m

∫ xmax

xmin

dx√
2(E −W (x))

, (3.13)

onde W (x) =
x2

2m
+ V (pθx ).
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Agora considere uma dinâmica dada pelo Hamiltoniano,

H̃(x, p) =
p2

2
+W (x), (3.14)

com as equações

ẋ =
∂H̃

∂p
= p (3.15)

ṗ = −∂H̃
∂x

= −W ′(x). (3.16)

Observe que essa é uma dinâmica unidimensional. Fixada uma energia E para

o sistema, pela equação do Hamiltoniano (3.14),

p =
√

2(E −W ).

Já pela equação (3.15),
dx

p
= dt.

Portanto,

t2 − t1 =

∫ x(t2)

x(t1)

dx√
2(E −W (x))

Considerando as órbitas fechadas, temos que o peŕıodo T de uma órbita é o

menor tempo para que saia de xmin e retorne, assim

T = 2

∫ xmax

xmin

dx√
2(E −W )

. (3.17)

Substituindo a equação (3.13) na equação acima, obtemos

T

2
√
m

= Φ(r) (3.18)

.

Note que se r0 é ponto de mı́nimo de Vef , então x0 = pθ
r0

é ponto de mı́nimo

para W .
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Agora iremos caminhar na seguinte direção, queremos calcular Φ para valo-

res próximos a r0, para isso, calcularemos T para oscilações próximas a x0.

Primeiro passo, considere uma aproximação em série de Taylor de segunda

ordem para W em torno de x0,

W (x) = W (x0) + (x− x0)W
′(x0) +

(x− x0)
2

2
W ′′(x0) + o(x− x0)

Desprezando o erro o(x−x0), observando que W ′(x0) = 0 já que x0 é seu ponto

de mı́nimo e denotando por E0 = W (x0) = Vef(r0), temos

W (x) = E0 +
(x− x0)

2

2
W ′′(x0). (3.19)

Substituindo em (3.17),

T = 2

∫ xmax

xmin

dx√
2(E − E0 − (x−x0)2

2 W ′′(x0))
.

Após manipulação algébrica,

T =
2√

W ′′(x0)

∫ xmax

xmin

dx√
2(E−E0)
W ′′(x0) − (x− x0)2

.

Resolvendo a integral,

T =
2√

W ′′(x0)

sen−1

xmax − x0√
2(E−E0)
W ′′(x0)

− sen−1

xmin − x0√
2(E−E0)
W ′′(x0)


 . (3.20)

Da equação (3.19) podemos escrever x− x0 como

x− x0 = ±

√
2(W (x)− E0)

W ′′(x0)

Observando que E = W (xmax) = W (xmin), obtemos

xmax − x0 =

√
2(E − E0)

W ′′(x0)

xmin − x0 = −

√
2(E − E0)

W ′′(x0)
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Substituindo os valores encontrado acima em (3.20),

T =
2√

W ′′(x0)

(
sen−1(1)− sen−1(−1)

)
=

2√
W ′′(x0)

(
π

2
− −π

2

)
=

2π√
W ′′(x0)

O peŕıodo encontrado acima é o peŕıodo para órbitas fechadas que ficam

próximas de x0. Logo, o ângulo Φ para órbitas próximas a órbita circular, a

partir da equação (3.18), é

Φ(r) =
π

√
m
√
W ′′(x0)

. (3.21)

Como W (x) = Vef(r) temos,

W ′(x) =
dVef
dr

dr

dx
= −pθ

x2

dVef
dr

W ′′(x) =
2pθ
x3

dVef
dr

+

(
p2
θ

x4

)
d2Vef
dr2

Avaliando a segunda derivada no seu ponto de mı́nimo x0 =
pθ
r0

,

W ′′(x0) =
2pθ
x3

0

dVef
dr
|r=r0 +

p2
θ

x4
0

d2Vef
dr2

|r=r0

=
r4

0

p2
θ

V ′′ef(r0).

Substituindo o valor encontrado acima na equação (3.21),

Φ(r) =
πpθ

√
mr2

0

√
V ′′ef(r0)

. (3.22)
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Lembrando que

Vef(r) =
p2
θ

2mr2
+ V (r),

temos

V ′′ef(r) =
3p2

θ

mr4
+ V ′′(r).

Além disso, sendo r0 ponto de mı́nimo de Vef , V
′
ef(r0) =

p2
θ

mr3
0

, temos

V ′′ef(r0) =
3V ′(r0) + r0V

′′(r0)

r0
.

Substituindo na equação (3.22),

Φ(r) =
π

r
3
2
0

√
m
√

3V ′(r0) + r0V ′′(r0)
(3.23)

= π

√
V ′(r0)

3V ′(r0) + r0V ′′(r0)
. (3.24)

Temos que o ângulo entre o pericentro e o apocentro de tais órbitas para

órbitas próximas a órbita circular é dada pela equação (3.24).

Utilizando que V (r) = klog(r), então

Φ(r) = π

√√√√ k
r0

3k
r0
− r0k

r20

=
π√
2

Como 1√
2
∈ R−Q , a órbita não é periódica.



Caṕıtulo 4

O Problema dos dois corpos no cilindro

4.1 O cilindro

Figura 4.1: Cilindro de raio R

Consdire um cilindro reto de raio R, temos que uma parametrização é dada

104
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por

X : (0, 2π)× R → R3

X(z, θ) = (Rcos(θ), R sen(θ), z)

A métrica é dada por

ds2 = dz2 +R2dθ2,

que pode ser representada pela matriz

g =

1 0

0 R2

 .
4.2 O sistema

Sejam duas part́ıculas no cilindro que se atraem simultaneamente através

da força gravitacional. Denotemos por qi = (zi, θi) a posição e pi = (pzi, pθi) o

momento da part́ıcula de massa mi, i ∈ {1, 2}.

Temos que o Hamiltoniano é dado por,

H(q1,q2,p1,p2) =
‖p1‖2

g−1

2m1
+
‖p2‖2

g−1

2m2
+ U(q1,q2), (4.1)

e o sistema de equações que descrevem o sistema é dado por:

q̇i =
∂

∂pi
H

ṗi = − ∂

∂qi
H.

Note que

‖pi‖2
g−1 = (pzi, pθi)

1 0

0 1
R2

 (pzi, pθi)
T .
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Como consequência, temos que o Hamiltoniano H pode ser escrito como

H =
p2
z1

2m1
+

p2
θ1

2m1R2
+

p2
z2

2m2
+

p2
θ2

2m2R2
+ V (q1,q2).

4.3 O Potencial

Vamos utilizar a semelhança da equação para a função “Stream”dos vórtices

e a equação do potencial para o nosso caso, e usar o resultado de [5] para

encontrar nosso potencial no cilindro. Para mais informações veja a referência

citada.

V (z1, θ1, z2, θ2) = 2m1m2log

[
sen2

(
θ1 − θ2

2

)
+ senh2

(
z1 − z2

2R

)]

4.4 As equações

Após ter encontrado a energia potencial estudada na seção acima podemos

avançar no estudo das equações do sistema. Portanto o Hamiltoniano é dado

por

H =
p2
z1

2m1
+

p2
θ1

2m1R2
+
p2
z2

2m2
+

p2
θ2

2m2R2
+2m1m2log

[
sen2

(
θ1 − θ2

2

)
+ senh2

(
z1 − z2

2R

)]
,

e as equações são dadas por,

θ̇i =
pθi
miR2

ṗθi = −∂V
∂θi

żi =
pzi
mi

ṗzi = −∂V
∂zi

.

Na próxima seção vamos provar que que pθ1 + pθ2 e pz1 + pz2 são integrais de

movimento. Esses são os momentos totais do sistema em relação às coordena-
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das θ e z respectivamente. Isso se dá pelo fato de que se girarmos o sistema em

relação a um ângulo ou transladarmos em relação ao eixo z não interferimos

no sistema.

4.5 Integrais de movimento

Vamos mostrar que, além do próprio H, o sistema tem como integrais pθ1 +

pθ2 e pz1 + pz2, ou seja {pθ1 + pθ2, H} = 0 e {pz1 + pz2, H} = 0.

4.5.1 pz1 + pz2 como integral de movimento

Temos por definição que

{pz1 + pz2, H} =
2∑
i=1

∂ (pz1 + pz2)

∂θi

∂H

∂pθi
− ∂ (pz1 + pz2)

∂pθi

∂H

∂θi

+
2∑
i=1

∂ (pz1 + pz2)

∂zi

∂H

∂pzi
− ∂ (pz1 + pz2)

∂pzi

∂H

∂zi

É imediato que
∂ (pz1 + pz2)

∂θi
=
∂ (pz1 + pz2)

∂pθi
=
∂ (pz1 + pz2)

∂zi
= 0 ,

e
∂ (pz1 + pz2)

∂zi
= 1 para i ∈ {1, 2}. Portanto,

{pz1 + pz2, H} = −∂H
∂z1
− ∂H

∂z2
.

Como a parte cinética do Hamiltoniano não depende de z1 e z2 tem-se

{pz1 + pz2, H} = −∂V
∂z1
− ∂V

∂z2
. (4.2)



108

Lembrando que

V (z1, θ1, z2, θ2) = 2m1m2log

[
sen2

(
θ1 − θ2

2

)
+ senh2

(
z1 − z2

2R

)]
,

temos que

∂V

∂zi
= 4m1m2

[
senh

(
z1−z2

2R

)
cosh

(
z1−z2

2R

)
sen2

(
θ1−θ2

2

)
+ senh2

(
z1−z2

2R

)] ∂

∂zi

(
z1 − z2

2R

)
.

Com isso conclúımos que
∂V

∂z1
= −∂V

∂z2
.

Então, substituindo na equação (4.2) temos

{pz1 + pz2, H} = 0.

Provamos então que pz1 + pz2 é uma integral de movimento.

4.5.2 pθ1 + pθ2 como integral de movimento

Novamente, por definição

{pθ1 + pθ2, H} =
2∑
i=1

∂ (pθ1 + pθ2)

∂θi

∂H

∂pθi
− ∂ (pθ1 + pθ2)

∂pθi

∂H

∂θi

+
2∑
i=1

∂ (pθ1 + pθ2)

∂zi

∂H

∂pzi
− ∂ (pθ1 + pθ2)

∂pzi

∂H

∂zi
,

que, como no caso anterior, pode ser reduzido a

{pθ1 + pθ2, H} = −∂V
∂θ1
− ∂V

∂θ2
. (4.3)

∂V

∂θi
= 4m1m2

[
sen

(
θ1−θ2

2

)
cos
(
θ1−θ2

2

)
sen2

(
θ1−θ2

2

)
+ senh2

(
z1−z2

2

)] ∂

∂θi

(
θ1 − θ2

2

)
.
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Portanto,
∂V

∂θ1
= −∂V

∂θ2

Substituindo a igualdade acima em (4.3) conclúımos

{pθ1 + pθ2, H} = 0

Portanto, pθ1 + pθ2 é uma integral primeira.

Agora faremos a redução de dimensão utilizando essas duas integrais. Ob-

serve que será análogo ao feito no plano.

4.6 Redução

Vamos utilizar as duas integrais encontradas acima para reduzir os graus

de liberdade do sistema. Inspirados no que foi feito ao caso plano, fazemos a

seguinte mudança de coordenadas:

Q = q2 − q1 Q̄ =
m1q1 +m2q2

m1 +m2
,

que tem como momentos conjugados respectivamente

P =
m1p2 −m2p1

m1 +m2
P̄ = p1 + p2.
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Em coordenadas os quatros vetores acima são:

Q = (z2 − z1, θ2 − θ1)

Q̄ =

(
m1z1 +m2z2

m1 +m2
,
m1θ1 +m2θ2

m1 +m2

)
P =

(
m1pz2 −m2pz1
m1 +m2

,
m1pθ2 −m2pθ1

m1 +m2

)
P̄ = (pz1 + pz2, pθ1 + pθ2)

Substituindo na equação (4.1) temos

H =
‖P‖2

g−1

2
(

m1m2

m1+m2

) +

∥∥P̄∥∥2

g−1

2 (m1 +m2)
+ V (Q)

Com as equações,

Q̇ =
∂

∂P
H Ṗ = − ∂

∂Q
V

˙̄Q =
∂

∂P̄
H ˙̄P = 0.

Note que P̄ é constante, e portanto

∥∥P̄∥∥2

g−1

2 (m1 +m2)
é constante, e vamos de-

notá-lo como C(P̄). Substituindo na equação do Hamiltoniano, tem-se

H =
‖P‖2

g−1

2
(

m1m2

m1+m2

) + C(P̄) + V (Q)

Ou seja

H̃ =
‖P‖2

g−1

2
(

m1m2

m1+m2

) + V (Q).



Caṕıtulo 5

O Problema dos dois corpos na esfera

Agora vamos estudar o problema dos dois corpos na esfera. Como antes

primeiro falaremos um pouco da estrutura do espaço, depois do potencial e da

equações de movimento sobre ela.

5.1 A esfera

Figura 5.1: Esfera de raio R
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Uma parametrização da esfera é dada por

X : (0, π)× (0, 2π) → R3

(θ, φ) 7→ (Rcos(φ)sen(θ), Rsen(φ)sen(θ), Rcos(θ)),

onde R é o raio da esfera.

A métrica é dada por

ds2 = R2sen2(θ)dφ2 +R2dθ2.

Neste caso, podemos definir a matriz que representa a métrica como

g =


R2sen2(θ) 0

0 R2

.



5.2 O sistema

Considere duas part́ıculas sobre a esfera acima interagindo através da força

gravitacional. Considere qi = (φi, θi) a posição da i-ésima part́ıcula e pi =

(pφi, pθi) o seu momento, i ∈ {1, 2}. Temos que o Hamiltoniano é dado por

H(q1,q2,p1,p2) =
‖p1‖2

g−1

2m1
+
‖p2‖2

g−1

2m2
+ V (q1,q2).

Ou equivalentemente,

H =
p2
φ1

2m1R2sen2(θ1)
+

p2
θ1

2m1R2
+

p2
φ2

2m2R2sen2(θ2)
+

p2
θ2

2m2R2
+ V (φ1, φ2, θ1, θ2),

(5.1)
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e as equações são dadas por

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

,

para i ∈ {1, 2}

5.3 O potencial

Como no caso do cilindro, usamos o resultado para vórtices encontrado em

[5] para o cálculo do nosso potencial. Seguindo as idéias do artigo citado, temos

o potencial dado por:

V (φ1, φ2, θ1, θ2) =
m1m2

2π
log (1− cos(ρ12))

onde

cos(ρ12) = cos(θ1)cos(θ2) + sen(θ1)sen(θ2)cos(φ2 − φ1)

5.4 As equações

Podemos escrever as equações do sistema, usando o potencial acima, de ma-

neira mais expĺıcita da seguinte forma:

Sendo o Hamiltoniano,

H =
p2
φ1

2m1R2sen2(θ1)
+

p2
θ1

2m1R2
+

p2
φ2

2m2R2sen2(θ2)
+

p2
θ2

2m2R2
+
m1m2

2π
log (1− cos(ρ12)) ,

(5.2)
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as equações são

φ̇i =
pφi

miR2sen2(θi)
˙pφi = −∂V

∂φi

θ̇i =
pθi
miR2

ṗθi =
p2
φi
cos(θi)

miR2sen3(θi)
− ∂V

∂θi
,

para i ∈ {1, 2}.

5.5 Integrais de movimento

Nesta seção verificamos que pφ1 + pφ2 é uma integral de movimento, ou seja

{pφ1 + pφ2, H} = 0. Isso se dá pelo fato de podermos transladar o sistema por

um ângulo no eixo de φ e o sistema se manter o mesmo.

5.5.1 pφ1 + pφ2 como integral de movimento.

Vamos provar que {pφ1 + pφ2, H} = 0. Por definição temos,

{pφ1 + pφ2, H} =
2∑
i=1

∂ (pφ1 + pφ2)

∂θi

∂H

∂pθi
− ∂ (pφ1 + pφ2)

∂pθi

∂H

∂θi

+
2∑
i=1

∂ (pφ1 + pφ2)

∂φi

∂H

∂pφi
− ∂ (pφ1 + pφ2)

∂pφi

∂H

∂φi
.

É fácil ver que

2∑
i=1

∂ (pφ1 + pφ2)

∂θi

∂H

∂pθi
− ∂ (pφ1 + pφ2)

∂pθi

∂H

∂θi
+

2∑
i=1

∂ (pφ1 + pφ2)

∂φi

∂H

∂pφi
= 0,

e que
∂ (pφ1 + pφ2)

∂pφi
= 1.
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Portanto,

{pφ1 + pφ2, H} = −∂H
∂φ1
− ∂H

∂φ2
.

Pela equação (5.1) temos que a parte cinética do hamiltoniano H não de-

pende de φ1 e φ2, portanto, a igualdade acima pode ser reduzida em

{pφ1 + pφ2, H} = − ∂V
∂φ1
− ∂V

∂φ2
.

Lembrando que

V (φ1, φ2, θ1, θ2) =
m1m2

2π
log (1− cos(θ1)cos(θ2)− sen(θ1)sen(θ2)cos(φ2 − φ1)) ,

(5.3)

temos

∂V

∂φi
=

m1m2sen(θ1)sen(θ2)sen(φ2 − φ1)

2π (1− cos(θ1)cos(θ2)− sen(θ1)sen(θ2)cos(φ2 − φ1))

∂

∂φi
(φ2 − φ1) .

Do feito acima, obtemos
∂V

∂φ1
= − ∂V

∂φ2
. Substituindo em (5.3), conclúımos que

{pφ1 + pφ2, H} = 0.

5.6 Redução

Vamos utilizar o fato de que pφ1 + pφ2 é uma integral de movimento para

diminuirmos a dimensão do nosso sistema. Fazemos a seguinte mundança de

coordenadas:

Q = (φ2 − φ1, θ2 − θ1)

Q̄ =

(
m1φ1 +m2φ2

m1 +m2
,
m1θ1 +m2θ2

m1 +m2

)
.
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Teremos como momento conjugado, respectivamente

P =

(
m1pφ2 −m2pφ1
m1 +m2

,
m1pθ2 −m2pθ1
m1 +m2

)
P̄ = (pφ1 + pφ2, pθ1 + pθ2) .

Subtituindo em (5.2) e usando o potencial dado em (5.3), temos o hamilto-

niano representado como

H =
P 2

1

2R2

(
m2senθ2 +m1senθ1

m1m2senθ2senθ1

)
+

P̄ 2
1

2R2M

(
m1senθ2 +m2senθ1

senθ1senθ2

)
+

P̄ 2
2

2R2M
+

P 2
2

2R2

(
M

m1m2

)
+
P̄1P1

M

(
senθ2 − senθ1

senθ1senθ2

)
+V (Q1, Q2, Q̄2).



Caṕıtulo 6

Uma métrica massificada e o processo

de redução

6.1 Plano

Vamos denotar o plano estudado no caṕıtulo 2 como Π. Novamente con-

siderando o dois corpos se deslocando no plano pela iteração de uma força

gravitacional. Diferente do feito no caṕıtulo 3.

6.1.1 As coordenadas

Cosiderando dois corpos de posição q1 = (x1, y1) e q2 = (x2, y2) de massa

respectivamente m1 e m2.

A métrica em Π é dada por

ds2 = dx2 + dy2

Com g =

1 0

0 1

 representando a métrica euclidiana. Porém podemos mudar o

ponto de vista desse problema notando que q = (x1, y1, x2, y2) ∈ Π×Π. Nesse
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caso, a métrica da variedade produto é dada por:

ds2 = dx2
1 + dy2

1 + dx2
2 + dy2

2

Temos assim que a matriz G =

g 0

0 g

 representa a métrica acima.

Os momentos conjugados de q1 e q2, p1 e p2 ∈ T ∗Π, serão vistos como

p = (p1,p2) ∈ T ∗(Π× Π).

O Hamiltoniano anteriormente foi abordado como uma função H : T ∗Π ×

T ∗Π → R. Nessa mudança de abordagem, teremos H : T ∗(Π × Π) → R.

Vejamos como se faz essa mudança. Temos que o Hamiltoniano é dado por

H =
p1g

−1p1
T

2m1
+

p2g
−1p2

T

2m2
+ V (q1,q2)

Definindo a matriz M =

m1I2×2 0

0 m2I2×2

, podemos reescrever o Hamiltoni-

ano como

H =

(
M−1pT

)T
G−1pT

2
+ V (q)

=
pT (M−1)TG−1pT

2
+ V (q)

Usando o fato de que M−1 é uma matriz simétrica e a propridade de produto

de matrizes inversas,

H =
pT (GM)−1pT

2
+ V (q)

Notemos agora que podemos considerar uma métrica massificada para vari-

edade produto Π× Π,

ds2
m = m1dx

2
1 +m1dy

2
1 +m2dx

2
2 +m2dy

2
2
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Denotando G̃ = GM a matriz que representa essa nova métrica. Pelo feito

acima, podemos escrever o Hamiltoniano, como segue

H =
pT (G̃−1)TpT

2
+ V (q)

=
‖p‖2

G̃−1

2
+ V (q),

onde V (q) =
(
m1m2

2π

)
log (‖q2 − q1‖) e as equações são

q̇ =
∂H

∂p
ṗ = −∂H

∂q

Na próxima seção veremos como se dá o mesmo processo de redução de

dimensão do sistema feito no caṕıtulo 2 utilizando esse ponto de vista.

Observação 1. A partir desse ponto de vista, o sistema de n massas (no

nosso caso n = 2) é visto como um ponto na nova variedade, a variedade pro-

duto. Isso elimina o problema de definir o centro de massa, pois nos casos do

cilindro e da esfera, como veremos adiante, o centro de massa não está, neces-

sariamente, nas superf́ıcies onde ocorre a dinâmica.

Observação 2.Chamaremos o par (Π× Π, dsm) de plano massificado.

6.1.2 Redução

Defina a nova coordenada por

Q =

(
x2 − x1, y2 − y1,

m1x1 +m2x2

m1 +m2
,
m1y1 +m2y2

m1 +m2

)
1.

1O momento conjugado para a coordenada Q será P =
(
m1px2−m2px1

m1+m2
,
m1py2−m2py1

m1+m2
, px1

+ px2
, py1 + py2

)
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Segue que (x1, y1, x2, y2)→ (Q1, Q2, Q3, Q4)

x1 = Q3 −
m2

m1 +m2
Q1

y1 = Q4 −
m2

m1 +m2
Q2

x2 = Q3 +
m1

m1 +m2
Q1

y2 = Q4 +
m1

m1 +m2
Q2.

A métrica massificada nessas novas coordenadas é

ds2
m =

(
m1m2

m1 +m2

)
dQ2

1 +

(
m1m2

m1 +m2

)
dQ2

2 + (m1 +m2) dQ
2
3 + (m1 +m2) dQ

2
4

A equação do Hamiltoniano nas novas coordenadas

H =
‖P‖2

G̃−1(M1)

2
+ V (Q1, Q2).

Portanto, temos duas coordenadas ćıclicas.

Continuando a redução, fazemos as novas coordenadas

Q̄ =

(√
Q2

1 +Q2
2 , arctg

(
Q2

Q1

)
, Q3, Q4

)
2,

onde denotaremos r =
√
Q2

1 +Q2
2 e θ = arctg

(
Q2

Q1

)
.

Observação: Note que, na verdade, estamos usando as coordenadas polares

como segue

x2 − x1 = rcos(θ) y2 − y1 = rsen(θ)

r ∈ (0,∞) e θ ∈ [0, 2π).

2O momento conjugado a Q̄ é P̄ =

(
PQ1

Q1√
Q2

1+Q
2
2

+
PQ2

Q2√
Q2

1+Q
2
2

,−PQ1
Q2 + PQ2

Q1 , PQ3
, PQ4

)
.



121

A métrica nessa nova coordenada é

ds2
m =

(
m1m2

m1 +m2

)
dr2 +

(
m1m2

m1 +m2

)
r2dθ2 +(m1 +m2) dQ

2
3 +(m1 +m2) dQ

2
4.

Definimos a matriz g1 =

1 0

0 r2

 e G1 =

g1 0

0 g

. Então G̃1 = G1M1 é a

matriz que representa essa métrica.

Como consequência temos que o Hamiltoniano é dado por

H =

∥∥P̄∥∥2

G̃−11

2
+ V (r).

Então, após essa redução encontramos três coordenadas ćıclicas!

6.2 Cilindro

Note que de se denotarmos o cilindro por C, temos que o Hamiltoniano

considerado no caṕıtulo 4 é uma função H : T ∗C×T ∗C → R, agora vamos ver

o que resultaria uma abordagem diferente, isto é, enxergarmos o Hamiltoniano

como H : T ∗ (C × C)→ R.

6.2.1 As coordenadas

A prinćıpio, t́ınhamos as coordenadas da duas part́ıculas dadas por qi =

(zi, θi), i ∈ {1, 2}. Definimos a coordenada em C × C como

Q = (z1, θ1, z2, θ2).

A métrica usual em C × C é

ds2 = dz2
1 +R2dθ2

1 + dz2
2 +R2dθ2

2
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Essa métrica pode ser representada pela matriz G =

g 0

0 g

 , lembrando

que no caṕıtulo 4 consideramos g =

1 0

0 R2

 .

A partir de agora passamos a considerar a métrica massificada dada por

ds2
m = m1dz

2
1 +m1R

2dθ2
1 +m2dz

2
2 +m2R

2dθ2
2,

sendo essa métrica massificada representa pela matriz G̃ =

m1g 0

0 m2g

 .
Utilizando essa nova métrica, a equação do Hamiltoniano é

H =
1

2
‖P‖2

G̃−1 + V (Q),

onde

V (z1, θ1, z2, θ2) = 2m1m2log

[
sen2

(
θ1 − θ2

2

)
+ senh2

(
z1 − z2

2R

)]
. (6.1)

Na próxima seção faremos a redução que fizemos na seção 4.6 usando a

variedade produto massificada.

6.2.2 Redução

Como primeiro passo de redução, fazemos a mudança de coordenadas como

anteriormente. Ou seja, defininos

Q̄ =

(
z2 − z1, θ2 − θ1,

m1z1 +m2z2

m1 +m2
,
m1θ1 +m2θ2

m1 +m2

)
3.

3Temos como momento conjugado o vetor P̄ =
(
m1pz2−m2pz1

m1+m2
,
m1pθ2−m2pθ1

m1+m2
, pz1 + pz2 , pθ1 + pθ2

)
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Segue que

z1 = Q̄3 −
m2

m1 +m2
Q̄1

z2 = Q̄3 +
m1

m1 +m2
Q̄1

θ1 = Q̄4 −
m2

m1 +m2
Q̄2

θ2 = Q̄4 +
m1

m1 +m2
Q̄2

Portanto,

ds2
m =

(
m1m2

m1 +m2

)
dQ̄2

1+

(
m1m2

m1 +m2

)
R2dQ̄2

2+(m1 +m2) dQ̄
2
3+(m1 +m2)R

2dQ̄2
4,

onde denotamos por Ḡ =

( m1m2

m1+m2

)
g 0

0 (m1 +m2) g

 a matriz que representa

a métrica acima.

Note que pela equação (6.1), temos que V depende apenas das coordenadas

Q̄1 e Q̄2. Assim, o Hamiltoniano nessa nova coordenada é

H =

∥∥P̄∥∥2

Ḡ−1

2
+ V

(
Q̄1, Q̄2

)
.

Temos que Q̄3 e Q̄4 são coordenadas ćıclicas.

6.3 Esfera

Como acima, mudaremos a abordagem feita anteriormente. Denote por S a

esfera de raio R. Nessa seção vamos parametrizar o problema dos dois corpos

como uma part́ıcula em S×S. Nessa abordagem o Hamiltoniano é uma função

H : T ∗(S × S)→ R.
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6.3.1 As coordenadas

Lembrando que anteriormente denotamos por qi = (φi, θi) a posição da

i-ésima part́ıcula, φi ∈ [0, 2π) e θi ∈ [0, π), i ∈ {1, 2}. Vamos denotar

Q = (φ1, θ1, φ2, θ2) .

A métrica em S × S é dada por

ds2 = R2sen2(θ1)dφ
2
1 +R2dθ2

1 +R2sen2(θ2)dφ
2
2 +R2dθ2

2.

Sendo g =

R2sen2(θ) 0

0 R2

, a matriz que representa essa métrica é G =g 0

0 g

.

Porém, como feito anteriormente, vamos considerar uma métrica massifi-

cada,

ds2
m = m1R

2sen2(θ1)dφ
2
1 +m1R

2dθ2
1 +m2R

2sen2(θ2)dφ
2
2 +m2R

2dθ2
2.

Denotamos por G̃ a matriz

m1g 0

0 m2g

 que representa a métrica dsm.

Temos assim que o Hamiltoniano é dado por

H =
1

2
P(G̃−1)PT + V (Q).

Então, reescrevemos o hamiltoniano como

H =
‖P‖2

G̃−1

2
+ V (Q),

onde

V (φ1, φ2, θ1, θ2) =
m1m2

2π
log (1− cos(θ1)cos(θ2)− sen(θ1)sen(θ2)cos(φ2 − φ1)) .



125

Agora faremos a redução como foi feita na seção 5.6, utilizando a métrica

massificada.

6.3.2 Redução

Fazemos a seguinte mudança de coordenada

Q̄ = (φ2 − φ1, θ1, φ2, θ2)
4

Denotaremos, para facilitar a leitura e melhor entendimento do leitor, φ̄ =

φ2 − φ1. Nessa coordenada a métrica massificada resulta em

ds2
m = m1sen

2(θ1)R
2dφ̄2 +m1R

2dθ2
1 +

(
m1sen

2(θ1)R
2 +m2sen

2(θ2)R
2
)
dφ2

2

+m2R
2dθ2

2 − 2m1sen
2(θ2)R

2dφ̄dφ2

A matriz que representa a métrica dsm é

G1 =


m1R

2sen2(θ1) 0 −m1R
2sen2(θ1) 0

0 m1R
2 0 0

−m1R
2sen2(θ1) 0 m1R

2sen2(θ1) +m2R
2sen2(θ2) 0

0 0 0 m2R
2

 .

Temos que o Hamiltoniano é dado por

H =

∥∥P̄∥∥2

G1
−1

2
+ V

(
φ̄, θ1, θ2

)
,

com o potencial sendo,

V (φ1, φ2, θ1, θ2) =
m1m2

2π
log
(
1− cos(θ1)cos(θ2)− sen(θ1)sen(θ2)cos(φ̄)

)
.

4Temos que o momento conjugado é dado por

P̄ = (−pφ1 , pθ1 , pφ1 + pφ2 , pθ2) .
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Note que com essa mudança de variável ganhamos um variável ćıclica, a

saber φ2.



Caṕıtulo 7

Uma generalização do Teorema de

Bertrand

Neste caṕıtulo estudaremos uma generalização do Teorema de Bertrand para

superf́ıcies de revolução de curvatura gaussiana constante. Mais especifica-

mente, vamos estudar a generalização feita por Santoprete em [25].

7.1 A Superf́ıcie

Consideremos uma curva regular simples e planar, dada por

γ : I → R3

r 7−→ (f(u), 0, g(u)),

com γ ∈ C1 e vamos supor que γ′(u) 6= 0, e que f(u) > 0 no interior de I.

Observamos que a curva está no plano XZ.

Agora vamos considerar a superf́ıcie gerada pela rotação da curva γ em
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torno do z. Temos que essa superfićıe pode ser parametrizada por

X : I × (0, 2π)→ R3

(u, φ) 7−→ X(u, φ) = (f(u)cos(φ), f(u)sen(φ), g(u))

Repare que não estamos considerando as posśıveis singularidades nos extre-

mos.

Definimos as seguintes classificações para esse tipo de superf́ıcie:

i) Se I = [c, d], e f(c) = f(d) = 0, a superf́ıcie é uma superf́ıcie esférica de

revolução.

ii) Se I = (c, d) e −∞ ≤ c, d ≤ ∞ é uma superf́ıcie hiperboloidal de revolução.

iii) Se I = [c, d], γ(c) = γ(d) com f(c) = f(d) > 0, γ é um loop fechado e a

superf́ıcie é uma superf́ıcie toroidal de revolução.

iv) Se I = [c, d), ∞ < c < d ≤ ∞ e f(c) = 0, então é uma superf́ıcie

paraboiloidal de revolução.

Temos que a métrica da superf́ıcie de revolução é dada por

ds2 = Edu2 +Gdφ2, (7.1)

onde E = f ′(u)2 + g′(u)2 e G = f(u)2 são os coeficientes da primeira forma

fundamental.

No que segue vamos considerar E = 1, pois consideramos a curva parame-

trizada pelo comprimento de arco.

Além disso temos que a curvatura gaussiana é dada por

K = −f
′′

f
,
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lembrando que estamos considerando K constante e positiva.

7.2 Ajustes de Coordenadas

Temos como objetivo descrever a dinâmica restrita a essa superf́ıcie. E

desejamos fazer isso pela formulação hamiltoniana. Mas para isso, precisamos

considerar o sistema nas variáveis corretas. Faremos como segue:

Denotando por Kc a energia cinética, temos

Kc =
m ‖v‖2

2
.

Utilizando a métrica dada por (7.1), temos então que

Kc =
m

2

(
u̇2 + f(u)2φ̇2

)
. (7.2)

Sendo o langrangiano L = Kc − V (u), com V o potencial, segue que

L =
m

2

(
u̇2 + f(u)2φ̇2

)
− V (u).

Feito isso, vamos definir as variáveis momento, pu e pφ. Como vimos no caṕıtulo

1 quando descrevemos a formulação hamiltoniana, definimos

pu =
∂L

∂u̇
e pφ =

∂L

∂φ̇

⇒ pu = mu̇ e pφ = mf(u)2φ̇

Substituindo em (7.2), temos

Kc =
p2
u

2m
+

p2
φ

2mf(u)2

Portanto podemos definir o hamiltoniano

H(u, θ, pu, pφ) =
p2
u

2m
+

p2
φ

2mf(u)2
+ V (u)

Considere então o sistema como descrito a seguir.
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7.3 O Sistema

Lembrando que a métrica em um superf́ıcie de revolução, considerando que

a curva geradora está parametrizada pelo comprimento de arco, é dada por

ds2 = du2 + f 2(u)dφ2. (7.3)

Seguiremos o artigo “Gravitational and harmonic oscillator potentials on sur-

faces of revolution”[26] do Manuele Santoprete que sendo o Hamiltoniano do

sistema

H(u, φ, pu, pφ) =
p2
u

2m
+

p2
φ

2mf(u)2
+ V (u), (7.4)

o Teorema de Bertrand tem como hipóteses fundamentais que:

1. V (u) = −γΘ(u), γ é uma constante positiva e

Θ′(u) =
1

f(u)2
. (7.5)

Ver página 6 de [26]. Consequentemente temos que:

V (u) = −
∫

γ

f 2(u)
du. (7.6)

Note que no caso do plano imerso em R3, com a métrica

ds2 = dr2 + r2dφ2,

a equação acima nos dá o potencial gravitacional já conhecido

V = −γ
r
.

Porém, observamos que para o caso mais geral, de uma superf́ıcie de revolução

caracterizada pela métrica (7.3) e Hamiltoniano (7.4), até o momento não

encontramos justificativa para a equação (7.6). Portanto, no que segue, vamos

tomar (7.6) como hipótese de trabalho.
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2. f verifica

(f ′)
2 − f ′′f = β2, (7.7)

com β 6= 0.

Observamos que a esfera naturalmente satisfaz as condição 2. porém, o

potencial com que trabalhamos, ver camṕıtulo 5, não satisfaz a condição 1..

A dinâmica é descrita pelo seguinte sistema de equações:

u̇ =
∂H

∂pu
ṗu = −∂H

∂u
(7.8)

φ̇ =
∂H

∂pφ
ṗφ = −∂H

∂φ
,

sendo H o hamiltoniano do sistema

dX(t)

dt
= J0OH, (7.9)

onde J0 é a matriz simplética.

Note que θ é uma coordenada ćıclica de H, logo

∂H

∂θ
= 0

e portanto pφ é uma integral primeira. Sendo assim, temos uma dinâmica com

quatro graus de liberdade e duas integrais de movimento. Portanto devemos

procurar mais uma integral.

Observação Se usarmos o teorema de Liouville-Arnold 13, temos que o

sistema é integrável pois H e pφ integrais primeiras estão em involução e são

independentes.
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7.4 Preliminares

Nesta seção, sempre que falarmos S uma superf́ıcies de revolução vamos

considerar sua parametrização como feita na seção 7.1.

Definição 7.4.1. Se u(t) → c ou u(t) → d quando t → t∗ dizemos que a

solução tem uma colisão.

Proposição 7.4.1. A equação

−ff ′′ + (f ′)2 = b2 (7.10)

é satisfeita se, e somente se, a superf́ıcie de revolução S tem curvatura Gaus-

siana constante e se

f(u) = Aei
√
Ku +Be−i

√
Ku

com AB =
b2

4K
ou

f(u) = Cu+D

com C = ±b.

Demonstração. ⇒) Se S é uma superf́ıcie de revolução, temos que sua curvatura

é dada por

−f
′′

f
= K.

Queremos provar que K é constante, então é suficiente mostrar que(
f ′′

f

)′
= 0. (7.11)

Como

−ff ′′ + (f ′)2 = b2,
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podemos escrever

f ′′ =
(f ′)2 − b2

f
.

Substituindo em (7.11), é equivalente provar que(
(f ′)2 − b2

f 2

)′
= 0

Vamos provar então que isso acontece.(
(f ′)2 − b2

f 2

)′
=

2f ′f ′′f 2 −
(
f ′2 − b2

)
2ff ′

f 4

=
−2f ′f

f 4

(
−ff ′′ + f ′2 − b2

)
por (7.10) = 0

Portanto, K é constante.

⇐) Agora supomos queK a curvatura gaussiana da superf́ıcies S seja constante.

Tendo isto temos que f(u) = Aei
√
Ku+Be−i

√
Ku ou f(u) = Cu+D. Separamos

em casos:

• se f(u) = Aei
√
Ku +Be−i

√
Ku, temos

f ′(u) = i
√
KAei

√
Ku − i

√
KBe−i

√
Ku

f ′′(u) = −KAei
√
Ku −KBe−i

√
Ku.

Portanto,

−ff ′′ + (f ′)2 = −
(
Aei

√
Ku +Be−i

√
Ku
)(
−KAei

√
Ku −KBe−i

√
Ku
)

+
(
i
√
KAei

√
Ku − i

√
KBe−i

√
Ku
)2

= 4ABK

4ABK é constante, basta definirmos b2 = 4ABK.
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• se f(u) = Cu+D, temos

f ′(u) = C

f ′′(u) = 0

Portanto,

−ff ′′ + (f ′)2 = C2

Definimos C2 = b2.

Lema 7.4.1. Considere um potencial central em uma superf́ıcie de revolução

S que tem ao menos uma órbita limitada não circular. Se todas as órbitas

limitadas não singulares são fechadas então o potencial efetivo tem um mı́nimo.

Demonstração. Vamos separar a demonstração pra cada tipo de superf́ıcie de

revolução.

1 Superf́ıcie esférica de revolução. Nesse caso temos I = [c, d] e f(c) =

0 = f(d). Primeiro vamos considerar o seguinte caso

– Seja V é continua em I. Sendo I um intervalo, temos que V (I) é

compacto, logo limitado. Ou seja, V é limitada em I. Lembrando

que

Vef(u) =
l2

2mf(u)2
+ V (u),

e como

lim
u→c

l2

2mf(u)2
= limu→d

l2

2mf(u)2
=∞,
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pois f(c) = f(d) = 0. Juntando com o fato de V ser limitado, temos

lim
u→c

Vef(u) = lim
u→d

Vef(u) =∞.

Como Vef é cont́ınua e não constante, temos que existe um ponto de

mı́nimo no int(I) (interior do intervalo I).

– Agora consideramos o caso em que V não é cont́ınua em u = c mas é

em (c, d].

Se V ′ef(u) > 0 Então Vef é uma função estritamente crescente. Lem-

brando que

E =
p2
u

2m
+ V eef(u),

onde E é o ńıvel de energia da dinâmica. Como
p2
u

2m
≥ 0, só ocorre

dinâmica quando temos E ≥ Vef(u). Observamos que E é cons-

tante, então partir de uma certa quantidade de energia que permite

ter dinâmica, ela só acontece para u ∈ (c, c∗] onde c∗ é tal que

Vef(c∗) = E. De fato, pois sendo Vef crescente, para todo u ∈ (c∗, d]

tem-se Vef(u) > Vef(c∗) = E, logo não tem dinâmica para tais valores

de u. Pela continuidade de u temos que para um certo tempo, u→ c.

Logo é uma órbita com colisão. Mas isso vale para todas as óbitas,

portanto teŕıamos que todas as órbitas teriam colisão. Porém, por

hipótese, existe pelo menos uma órbita limitada.

Se V ′ef ≥ 0, com u0 tal que V ′ef(u0) = 0. Nesse caso u0 é um ponto

de sela. Portanto f seria crescente, apenas mudaria a concavidade.

Pelo mesmo argumento anterior teŕıamos que q todas as órbitas têm

colisões. Ou seja,V ′ef ≥ 0 não ocorre.



136

Então devemos ter u∗ ∈ (c, d] onde Vef(u∗) < 0. Lembrando que

temos

lim
u→d

Vef(u) =∞,

portando existe u∗ tal que V ′ef(u
∗) > 0. Como estamos assumindo

Vef ∈ C∞, existe u0 com V ′ef(u0) = 0. u0 é máximo ou mı́nimo local.

Se for máximo, pela continuidade de Vef e do fato dela ir para infinito

quando u tende para d, temos que existe um ponto de mı́nimo local

ũ0.

– O caso em que V não é cont́ınua em u = d mas é em [c, d) é análogo

ao feito acima.

– Seja V tal que é cont́ınua apenas em (c, d). Se V ′ef > 0, será estrita-

mente crescente. Portanto teŕıamos, como anteriormente, que todas

as órbitas têm colisões. Note que lá, não utlizamos a continuidade de

V no extremo do intervalo.

Da mesma forma, se V ′ef < 0 seria estritamente descrescente, e por-

tanto por uma argumentação análoga, todas as órbitas teriam colisões

(nesse caso u→ d).

Se V ′ef ≥ 0 (ou V ′ef ≤ 0), todos os pontos cŕıticos seriam de sela, e

novamente teŕıamos que todas as órbitas têm colisão.

Portanto, a derivada de Vef troca de sinal. Então existe ponto cŕıtico

que não é de sela. Suponha, por absurdo, que não exite ponto de

mı́nimo local. Assim, temos apenas um ponto de máximo local u∗.

Então Vef é crescente em [c, u∗] e descrescente em [u∗, d]. A partir

do momento que existe energia suficiente para ter dinâmica, se E <
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Vef(u
∗), existem u1 ∈ (c, u∗) e u2 ∈ (u∗, d) tais que E = Vef(u1) =

Vef(u2). Então a dinâmica ocorre em [c, u1] e [u2, d]. Ou seja, u(t) ∈

[c, u1] ou u(t) ∈ [u2, d]. Nos dois casos têm colisões, pois ou u→ c (no

primeiro caso) ou u → d (segundo caso). Se E = Vef(u
∗) a órbita é

circular. E finalmente, E > Vef(u
∗) temos que a solução u(t) ∈ [c, d]

então u → c e → d, então tem colisão! Portanto, a única órbita sem

colisão seria a órbita circular, contrariando a hipótese de que existe

uma órbita limitada não circular. Conclúımos então que deve existir

um ponto de mı́nimo.

2 Superf́ıcie hiperboloidal de revolução.

Vamos separar em casos

– Se I = (c, d) com −∞ < c < d <∞. A argumentação é inteiramente

análoga ao caso do caso acima para V continua apenas em (c, d)

– Se I = (c,∞). Se Vef → ∞ quando u → ∞. Com argumentação

análoga ao feito para para o caso acima com V cont́ınua em (c, d]. E

dela conclúımos que Vef tem mı́nimo. ( Vef → −∞ quando u→∞ é

análogo).

Outra possibilidade seria Vef ter uma asśıntota horizontal. Se Vef > 0

Para valores de E abaixo o valor da asśıntota temos que as órbitas

tem colisões, para valores maiores ou igual as órbitas são ilimitadas.

3 Superf́ıcie toroidal de revolução. Aqui temos que γ(c) = γ(d) e

I = [c, d]. Observe que γ(c) = (f(c), 0, g(c)) e γ(d) = (f(d), 0, g(d)).

Disso temos que f(c) = f(d).
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Então,

Vef(c)− Vef(d) =
l2

2mf(c)2
+ V (c)− l2

2mf(d)2
− V (d)

⇒ Vef(c)− Vef(d) = V (c)− V (d)

⇒ Vef(c)− Vef(d) = −
∫
γ

F

Sendo F uma força conservativa, a integral sob um caminho fechado é

zero. Portanto,

Vef(u) = Vef(d)

Temos que Vef é cont́ınua em I = [c, d] e diferenciável em (c, d). Então,

existe pelo teorema do valor intermediário, u∗ ∈ (c, d) tal que V ′ef(u
∗) = 0,

u∗ ponto de máximo ou mı́nimo local.

Suponha, por absurdo, que não exista ponto de mı́nimo local. Então, u∗ é

ponto de máximo. Note que se Vef(c) ≥ Vef(u
∗). Por continuidade de Vef

deve existir um ponto de mı́nimo, então devemos ter Vef(c) = Vef(d) <

Vef(u
∗).

Logo, se E é tal que Vef(c) = Vef(d) ≤ E ≤ Vef(u
∗), por continuidade,

existem u1 ∈ [c, u∗) e u2 ∈ (u∗, d] tais que E = Vef(u1) = Vef(u2). E a

dinâmica está definida em [c, u1] e [u2, d]. Se u(t) ∈ [c, u1] , para um certo

tempo, u → c. Da mesma forma, se u ∈ [u2, d], para um determinado

tempo,u→ d. Temos colisões.

Se E > Vef(u
∗), u(t) ∈ [c, d], u(t) → c ou u → d para um certo tempo.

Logo tem colisão. Portanto, todas as órbitas teriam colisão. Absurdo,

pois por hipótese temos uma órbita limitada não circular. Logo, existe

pelo menos um ponto de mı́nimo.
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4 Superf́ıcie paraboloidal de revolução. Nesse caso temos I = [c, d),

onde −∞ < c < d ≤ ∞ com f(c) = 0. Lembrando que

Vef(u) =
l2

2mf(u)2
+ V (u).

Vamos separar em dois caso.

– Se V é cont́ınua em [c, d). Nesse caso, como limu→c V (u) = V (c) e

limu→c
l2

2mf(u)2
=∞, temos

lim
u→c

Vef =∞

Portanto, exclúımos a possibilidade de V ′ef > 0. Suponha que Vef < 0.

Então existe apenas um u∗ ∈ [c, d) tal que dado uma energia total E,

Vef(u∗) = E. Portanto a dinâmica está definida, em [u∗, d). Se d <∞.

Logo ou u(t) → d e tem uma colisão se d < ∞ ou u(t) é ilimitada.

Logo existe u1, tal que V ′ef(u1) = 0.

Suponha, por absurdo, que não exista pontos de mı́nimo. Se todos os

pontos são sela, segue uma análise análoga a feita acima. Se existe

um ponto que é máximo local, só existirá ele como ponto local, pois

assumimos que não existe ponto de mı́nimo e pela continuidade da

Vef . Mas como Vef →∞ quando u→ c existirá um ponto de mı́nimo.

De fato, pois próximo a c existirá u2 < u1 tal Vef(u2) = Vef(u1). Logo,

pela continuidade de Vef existirá um ponto de mı́nimo entre esses dois

pontos!

– Agora fazemos considerar o caso em que V é cont́ınua apenas em

(c, d). Se V ′ef > 0, a função é estritamente crescente, temos que as

órbitas tem colisões ou são ilimitadas (para d < ∞) ou todas têm
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colisões (para “d = ∞”). Se V ′ef < 0, a função é decrescente. Nesse

caso as órbitas tem colisões (u → d) ou são ilimitadas. Logo, existe

u∗ ∈ (c, d) tal que V ′ef(u
∗) = 0. Novamente, suponha, por absurdo,

que não exista pontos de mı́nimo.Se todos os pontos são de sela segue

uma análise análoga a feita acima. Se existe uma ponto de máximo,

ele será o único, pela continuidade da Vef e de supormos que não

tem mı́nimo, denotemos ele por u0 (Já admitiremos que portanto que

Vef 9∞ quando u→ c e/ou u→ d pois nesse caso teŕıamos mı́nimo)

. Mas nesse caso, se d <∞, quando E ≤ Vef(u0) e E suficientemente

grande para ter dinâmica as terão colisão. Se E > Vef(u) as órbitas

também terão colisão. Quando “d = ∞” temos que as órbitas terão

colisão ou serão ilimitadas.

Lema 7.4.2. Considere um potencial central V em uma superf́ıcie de revolução

S e assuma que o potencial efetivo Vef associado a ele tenha um mı́nimo em

u0 e gera órbitas fechadas, então∫ u2(Vef )

u1(Vef )

ds

f(s)2
=

2
√

2m

pφβ

√
Vef(u)− Vef(u0) (7.12)

onde β =
2π

∆φ
∈ Q e é constante.

Demonstração. Consideramos uma órbita fechada. Começando em u1 e termi-

nando em u1 (completa um peŕıodo), temos que a variação do ângulo é dado

por

∆Φ = 2

∫ u2

u1

pφdu

f(u)2m
√

2
m(E − Vef(u))
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u2 tomado de forma que a órbita seja simétrica em relação a reta ligando u1 e

u2.

Lembrando que pφ é constante, portanto podemos escrever

∆Φ =

√
2

m
pφ

∫ u2

u1

du

f(u)2
√
E − Vef(u)

Sendo a órbita fechada é limitada, consideramos que E = Vef(u1) = Vef(u2),

com u1 < u2. E denotemos por u0 onde Vef atinge seu mı́nimo. Então tem-se

u1 < u0 < u2. Podemos então reescrever a integral acima como

∆Φ =

√
2

m
pφ

[∫ u2

u0

du

f(u)2
√
E − Vef(u)

−
∫ u1

u0

du

f(u)2
√
E − Vef(u)

]
Denotamos por ū2 = u0 + x ∈ [u0, u2] e ū1 = u0 + y ∈ [u1, u0]. Então,

∆Φ =

√
2

m
pφ

[∫ u2

u0

dū2

f(ū2)2
√
E − Vef(ū2)

−
∫ u1

u0

dū1

f(ū1)2
√
E − Vef(ū1)

]
Fazendo yi = Vef(ūi), temos que dy = V ′ef(ūi)dūi. Lembrando que Vef(u2) =

Vef(u1) = E, tem-se

∆Φ =

√
2

m
pφ

[∫ E

Vef (u0)

1

f(ū2)2V ′ef(ū2)

dy2√
E − y2

−
∫ E

Vef (u0)

1

f(ū1)2V ′ef(ū1)

dy1√
E − y1

]

=

∫ E

Vef (u0)

√
2

m
pφ

(
1

f(ū2)2V ′ef(ū2)
− 1

f(ū1)2V ′ef(ū1)

)
dy√
E − y

Definimos Γ =

√
2

m
pφ

(
1

f(ū2)2V ′ef(ū2)
− 1

f(ū1)2V ′ef(ū1
)

)
. Feito isso, pode-

mos escrever de forma simplificada

∆Φ =

∫ E

Vef (u0)

Γ
dy√
E − y

.
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Agora, dividimos por
√
W − E a equação acima e integramos em relação a E

de Vef(u0) a W ,∫ W

Vef (u0)

∆ΦdE√
W̄ − E

=

∫ W

Vef (u0)

∫ E

Vef (u0)

Γ
dydE

√
E − y

√
W − E

Trocando a ordem de integração fica∫ W

Vef (u0)

∆ΦdE√
W − E

=

∫ E

Vef (u0)

∫ W

y

Γ
dEdy

√
E − y

√
W − E

(7.13)

∫ W

Vef (u0)

∆ΦdE√
W − E

= π

∫ E

Vef (u0)

Γdy

Utilizando na equação acima a definição de Γ que fizemos anteriormente,∫ W

Vef (u0)

∆ΦdE√
W − E

=

√
2

m
pφπ

∫ E

Vef (u0)

(
1

f(ū2)2V ′ef(ū2)
− 1

f(ū1)2V ′ef(ū1)

)
dy (7.14)

=

√
2

m
pφπ

(∫ E

Vef (u0)

1

f(ū2)2V ′ef(ū2)
dy −

∫ E

Vef (u0)

1

f(ū1)2V ′ef(ū1)
dy

)

=

√
2

m
pφπ

(∫ u2

u0

1

f(ū2)2
dū2 −

∫ u1

u0

1

f(ū1)2
dū1

)

=

√
2

m
pφπ

∫ u2

u1

1

f(s)2
ds (7.15)

O que se fez até vale para todas as órbitas limitadas. Mas temos uma

informação a mais, de que elas são fechadas. Sendo fechada temos que ∆Φ =

2π qp ∈ Q constante. Substituindo na equação na equação acima,

2π

β

∫ W

Vef (u0)

dE√
W − E

=

√
2

m
pφπ

∫ u2

u1

1

f(s)2
ds,

onde β = p
q . Calculando a integral do lado esquerdo da equação e uma simples

manipulação algébrica temos o que queŕıamos.



143

Lema 7.4.3. Se em um campo central em uma superf́ıcie de revolução S todas

as órbitas próximas a uma órbita circular são fechadas, então o potencial V (u)

satisfaz a equação diferencial

V ′′(u0)

V ′(u0)
=
β2 − 3f ′2(u0)

f ′(u0)f(u0)
+
f ′′(u0)

f ′(u0)
. (7.16)

onde u0 é o ponto mı́nimo de Vef

Demonstração. Seja o potencial efetivo dado por

Vef(u) =
p2
φ

2mf(u)2
+ V (u).

Expandindo-o em série de Taylor de segunda ordem em volta do seu ponto de

mı́nimo u0, temos

Vef(u)− Vef(u0) =
(u− u0)

2

2
V ′′ef(u0) + o(u− u0),

onde o(u− u0). Note que V ′ef(u0) = 0, pois u0 é ponto de mı́nimo.

Pelo lema anterior,∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

2
√

2m

pφβ

√
Vef(u)− Vef(u0),

onde u2 = u0 + x e u1 = u0 − y, com y, x > 0.

Considerando u suficientemente próximo de u0, de forma que o erro possa

ser desprezado na expansão de Taylor, temos(∫ u2

u1

ds

f(s)2

)2

=
8m

p2
φβ

2

(u− u0)
2

2
V ′′ef(u0). (7.17)

Olhamos para a integral acima,∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

∫ u0+x

u0−y

ds

f(s)2

=

∫ u0+x

u0

ds

f(s)2
−
∫ u0−y

u0

ds

f(s)2
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Fazendo a expansão em série de Taylor de segunda ordem, e tomando x = y

temos ∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

2x

f(u0)2
.

Substituindo em (7.17),

4x2

f(u0)4
=

4mx2

p2
φβ

2
V ′′ef(u0). (7.18)

Do fato que V ′ef(u0) = 0,(
p2
φ

2mf(u0)2
+ V (u0)

)′
|u=u0 = 0

−
p2
φf
′(u0)

mf(u0)3
+ V ′(u0) = 0 (7.19)

p2
φ =

mf(u0)
3V ′(u0)

f ′(u0)
.

Substituindo o encontrado acima em (7.23),

4x2

f(u0)4
=

4mx2f ′(u0)V
′′
ef(u0)

β2mf(u0)3V ′(u0)

⇒ β2 =
f(u0)f

′(u0)V
′′
ef(u0)

V ′(u0)
. (7.20)

Sabemos que

V ′′ef(u) =
−p2

φf
′′(u)mf(u)3 + 3p2

φmf
′(u)2f(u)2

(mf(u)3)2 + V ′′(u),

avaliando em u0 e utilizando (7.19), temos

V ′′ef(u0) = V ′(u0)

(
−f ′′(u0)

f ′(u0)
+

3f ′(u0)

f(u0)

)
+ V ′′(u0).

Pelo encontrado acima e aplicando em (7.20) encontramos

β2 = f(u0)f
′(u0)

[(
−f ′′(u0)

f ′(u0)
+

3f ′(u0)

f(u0)

)
+
V ′′(u0)

V ′(u0)

]
⇒ V ′′(u0)

V ′(u0)
=
f ′′(u0)

f ′(u0)
− 3

f ′(u0)

f(u0)
+

β2

f(u0)f ′(u0)
.
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A equação acima é equivalente a equação (7.16).

Lema 7.4.4. Se em um campo central em uma superf́ıcie de revolução S todas

as órbitas próximas a órbita circular são fechadas, então β satisfaz a seguinte

equação,

β4 − 5(−f ′′f + (f ′)2)β2 − 5f ′′(f ′)2f + 4(f ′′)2f 2 − 3f ′′′(f)2 + 4(f ′)4 = 0.

Demonstração. Denotando por u0 o ponto de mı́nimo de Vef . Consideramos a

expansão de taylor de quarta ordem de uma órbita próxima da órbita circular

(órbita definida para u0) ,próxima suficiente para ser fechadas. Considerando

u2 = u0 + x e u1 = u0 − y, de forma que Vef(u1) = Vef(u2) (denotaremos

simplesmente por Vef), ou seja, u1 e u2 limitam tal órbita. A partir de todas

essas considerações temos

Vef − Vef(u0) =
x2

2
V ′′ef(u0) +

x3

6
V

(3)
ef (u0) +

x4

24
V

(4)
ef (u0) (7.21)

=
y2

2
V ′′ef(u0)−

y3

6
V

(3)
ef (u0) +

y4

24
V

(4)
ef (u0) (7.22)

Note que V ′(u0) = 0. Consideremos a integração∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

∫ u0+x

u0−y

ds

f(s)2
=

∫ u0+x

u0

ds

f(s)2
−
∫ u0−y

u0

ds

f(s)2

Vamos expandir cada uma dessas duas integrais resultantes em série de Taylor

de terceira ordem. Isso de faz da seguinte maneira, define-se

g(x) =

∫ u0+x

u0

ds

f(s)2

Segue a expansão em torno de x = 0

g(x) = g(0) +
3∑
i=1

xig(i)(0)

i!
+ o(x)

=
x

f(u0)2
− x2f ′(u0)

f 3(u0)
+
x3

6

(
6f ′(u0)

2

f(u0)4
− 2f ′′(u0)

f(u0)3

)
+ o(x)
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onde o(x) representa o erro, que a partir de agora será desprezado. Portanto,

podemos escrever∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

x

f(u0)2
− x2f ′(u0)

f 3(u0)
+
x3

6

(
6f ′(u0)

2

f(u0)4
− 2f ′′(u0)

f(u0)3

)
+

y

f(u0)2
+
y2f ′(u0)

f 3(u0)
+
y3

6

(
6f ′(u0)

2

f(u0)4
− 2f ′′(u0)

f(u0)3

)
(7.23)

Tomemos y = x(1 + ax + bx2 + ...). Vamos calcular alguns termos das

potências de y que serão utéis nas equações (7.22) e (7.23).

y2 = x2 + 2ax3 + (2b+ a2)x4 + h1

y3 = x3 + 3ax4 + h2

y4 = x4 + h3

onde a h1, h2, h3 tem uma dependência a potências de x maior ou igual a 5.

Primeiro, vamos substituir as potências acima na equação (7.22) e comparar

com a equação (7.21),tem-se

x2

2
V ′′ef(u0) +

x3

6
V

(3)
ef (u0) +

x4

24
V

(4)
ef (u0) =

x2

2
V ′′ef(u0)

(
aV ′′ef(u0)−

V
(3)
ef (u0)

6

)
x3

+

[(
2b+ a2

)
2

V ′′ef(u0)−
a

2
V

(3)
ef (u0) +

1

24
V

(4)
ef (u0)

]
x4

Igualando os coeficientes das potências de x dos dois lados da equação acima,

conclúımos que a =
V

(3)
ef (u0)

3V ′′ef(u0)
e b = a2. Feito isso, agora vamos substituir as

potências de y na equação (7.23), observando que não utilizaremos as parcelas
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que envolvem x4.∫ u2

u1

ds

f(s)2
=

x

f(u0)2
− x2f ′(u0)

f(u0)3
+
x3

6

(
6f ′(u0)

2

f 4(u0)
− 2f ′′(u0)

f 3(u0)

)
+

x

f(u0)2

+
ax2

f(u0)2
+

a2x3

f(u0)2
+
x2f ′(u0)

2

2f(u0)3
+

2ax3f ′(u0)

f(u0)3
+
x3

6

(
6f ′(u0)

2

f(u0)4
− 2f ′′(u0)

f(u0)3

)
=

2x

f(u0)2
+

ax2

f(u0)2
+

(
2af ′(u0)

f(u0)3
+

2f ′(u0)

f(u0)4
− 2f ′′(u0)

f(u0)3

)
x3

Então, da equação acima , tem-se que(∫ u2

u1

ds

f(s)2

)2

=
x2

f(u0)4

[
4 + 4ax+

(
5a2 +

8af ′(u0)

f(u0)
+

8f ′(u0)
2

f(u0)2
− 8f ′′(u0)

3f(u0)

)
x2

]
(7.24)

Por outro lado, chamando a equação (7.12), temos(∫ u2

u1

ds

f(s)2

)2

=
8m

p2
φβ

2
(Vef − Vef(u0))

Substituindo na equação acima a equação (7.21)(∫ u2

u1

ds

f(s)2

)2

=
4m

p2
φβ

2
x2

(
V ′′ef(u0) +

x

3
V

(3)
ef (u0) +

x2

12
V

(4)
ef (u0)

)
(7.25)

Comparando as equações (7.24) e (7.25), conclúımos

4

f(u0)4
=

4mV ′′ef(u0)

p2
φβ

2
(7.26)

4a

f(u0)4
=

4mV
(3)
ef (u0)

3p2
φβ

2

1

f(u0)4

(
5a2 + 8a

f ′(u0)

f(u0)
+ 8

f ′(u0)
2

f(u0)2
− 8f ′′(u0)

3f(u0)

)
=
mV

(4)
ef (u0)

3p2
φβ

2
. (7.27)

Da equação (7.26) temos

V ′′ef(u0) =
p2
φβ

2

mf(u0)4m
.
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De (7.19), obtemos

V ′′ef(u0) =
V ′(u0)β

2

f ′(u0)f(u0)
. (7.28)

Derivando (7.16), observando que vale para órbitas a próxima circular, e utili-

zando (7.19), temos

V
(3)
ef (u0) = V ′(u0)

[
1

f(u0)2

(
β2

f ′(u0)2
− 7

)
+

f ′′(u0)

f ′(u0)2f(u0)

]
(7.29)

V
(4)
ef (u0) =

V ′(u0)

f ′f 3

[
β4

f ′(u0)2
− 12β2 − f 2(f ′′)2

(f ′)2
− 20f ′′f +

2f ′′′f 2

f ′2
+ 47(f ′)2

]
β2.

(7.30)

Sendo a =
V (3)(u0)

3V ′′(u0)
, utilizando as equações (7.28) e 7.29)

a =
1

3

[
f ′(u0)

f(u0)

(
β2

f ′(u0)2
− 7

)
+
f ′′(u0)

f ′(u0)

]
. (7.31)

Para concluirmos o que queremos basta substituir as equações (7.31) e (7.30)

em (7.27).

7.5 O Teorema

Segue o enunciado do teorema como em [25].

Teorema 16. Teorema de Bertrand Considere um campo central anaĺıtico

em uma superf́ıcie de revolução S com curvatura gaussiana constante que tem

ao menos uma órbita limitada não circular. Assuma que o potencial efetivo

Vef(u) tem um mı́nimo local. Então todas as órbitas limitadas (não singulares)

são fechadas se, e somente se,

−ff ′′ + (f ′)2 = β2, (7.32)
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caso em que a energia potencial toma a forma V (u) = aΘ(u) ou

−ff ′′ + (f ′)2 =
β2

4
, (7.33)

caso em que V (u) =
k

Θ2(u)
. Nos dois casos, Θ é uma antiderivada de

1

f(u)2
e

β ∈ Q.

Demonstração. Começmos supondo que todas as órbitas limitadas (não sin-

gulares) são fechadas. Como Vef tem um mı́nimo local, o potencial tem ao

menos uma órbita fechada não circular Então podemos aplicar o lema 7.4.1, e

portanto Vef tem um ponto de mı́nimo u0.

Tendo isto, podemos aplicar os lemas 7.4.3 e 7.4.4, que nos dão, respectiva-

mente, que as seguintes equações são satifeitas:

V ′′(u0)

V ′(u0)
=
β2 − 3f ′2(u0)

f ′(u0)f(u0)
+
f ′′(u0)

f(u0)
(7.34)

e

β4− 5(−f ′′f + (f ′)2)β2− 5f ′′(f ′)2f + 4(f ′′)2f 2− 3f ′′′f ′f 2 + 4(f ′)4 = 0. (7.35)

Temos que a curvatura gaussiana é dada por

K =
−f ′′

f
,

sendo K constante, temos a seguinte equação diferencial

f ′′ = −Kf. (7.36)

Vamos separar em dois casos, quando K = 0 e K 6= 0.

CASO K = 0

Nesse caso, (7.36) se torna

f ′′ = 0.
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Portanto,

f(u) = Cu+D,

com C e D constantes.

Substituindo na equação (7.35), temos

β4 − 5C2β2 + 4C4 = 0

Denotando, β2 = y, podemos reescreve-la como

y2 − 5C2y + 4C4 = 0.

Logo, β2 = y = 4C2 ou C2.

• se β2 = C2, pela proposição (7.4.1), f satisfaz a equação (7.32),

−ff ′′ + (f ′)2 = β2.

Substituindo na equação (7.34) temos

V ′′(u0)

V ′(u0)
=
−f(u0)f

′′(u0) + f ′2(u0)− 3f ′2(u0)

f ′(u0)f(u0)
+
f ′′(u0)

f(u0)

=
−f ′′(u0)

f ′(u0)
− 2

f ′(u0)

f(u0)
+
f ′′(u0)

f(u0)

= −2
f ′(u0)

f(u0)
.

Então, consideramos a equação diferencial

V ′′(u)

V ′(u)
= −2

f ′(u)

f(u)
.

Integrando dos dois lados temos,

log(|V ′|) = log

(
1

f 2(u)

)
+ C̃.
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Passando a função exponencial dos dois lados,

|V ′(u)| = C̃0
1

f 2(u)

Então V é tal que pode ser escrito como V (u) = aΘ(u), Θ uma antideri-

vada de
1

f 2(u)
.

• Se β2 = 4C2, novamente pela proposição 7.4.1, f satisfaz

−ff ′′ + (f ′)2 =
β2

4
.

Substituindo na equação (7.34) temos

V ′′(u0)

V ′(u0)
=
−4f(u0)f

′′(u0) + 4f ′2(u0)− 3f ′2(u0)

f ′(u0)f(u0)
+
f ′′(u0)

f ′(u0)

=
−4f(u0)f

′′(u0) + f ′2(u0) + f(u0)f
′′(u0)

f ′(u0)f(u0)

=
−3f(u0)f

′′(u0) + f ′2(u0)

f ′(u0)f(u0)

Consideramos a equação diferencial

V ′′(u)

V ′(u)
=
−3f(u)f ′′(u) + f ′2(u)

f ′(u)f(u)
(7.37)

Vamos mostrar que V (u) =
k

Θ2
é solução da equação acima. Note primeiro

que utilizando −ff ′′ + (f ′)2 = β2

4 temos

−3f(u)f ′′(u) + f ′2(u)

f ′(u)f(u)
=

3
(
β2

4 − f
′2(u)

)
+ f ′2(u)

f(u)f ′(u)

=
−2f ′2(u) + 3

4β
2

f(u)f ′(u)

= −2f ′(u)

f(u)
+

3β2

4f(u)f ′(u)
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Feito isso, vamos mostrar que para V (u) =
k

Θ2
,

V ′′

V ′
= −2f ′(u)

f(u)
+

3β2

4f(u)f ′(u)
.

Sendo V (u) =
k

Θ2(u)
temos

V ′(u) =
−2k

Θ3f 2

e

V ′′(u) =
2k
(
3Θ2 + 2ff ′Θ3

)
(Θ3f 2)2 .

Portanto,

V ′′

V ′
=
−
(
3Θ2 + 2ff ′Θ3

)
f 2Θ3

= − 3

f 2Θ
− 2f ′

f
. (7.38)

Agora, observe que (
f ′

f

)′
=
f ′′f − f ′2

f 2
=
−β2Θ′

4
.

Logo,

f ′

f
=
−β2Θ

4

⇒ Θ = − 4f ′

β2f
(7.39)

Substituindo (7.39) em (7.38) temos

V ′′

V ′
= − 3

f 2

(
−β2f

4f ′

)
− 2f ′

f
=

3β2

4ff ′
− 2f ′

f
.

Demonstrando assim o que queŕıamos. Portanto V (u) =
k

Θ2(u)
é solução

da equação diferencial (7.37).
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Passemos agora para o caso em que K 6= 0. Iremos cair num caso análogo

ao feito acima.

CASO K 6= 0

Agora temos que

f ′′ = −Kf.

Resolvendo essa EDO, temos

f(u) = Aei
√
Ku +Be−i

√
Ku, (7.40)

com A e B constantes. Vamos encontrar os posśıveis valores para β. Primeiro

passo utilizamos a EDO acima para simplificarmos (7.35). Então, a equação

se torna,

β4 − 5Kβ2f 2 − 5β2f ′2 + 5f 2f ′2 + 4K2f 4 + 3Kf ′2f 2 + f ′4 = 0.

Fizemos isso, simplesmente para tirarmos os termos que envolvem f ′′ e f ′′′

da equação. Substituindo (7.40) na equação acima obtemos,

(
β2
)2 − 20K2β2AB + 64K2A2B2 = 0.

Portanto, β2 = 16KAB ou 4KAB. Ou seja, AB =
β2

16K
ou AB =

β2

4K
.

Vamos analisar os dois casos posśıveis, como fizemos para K = 0.

• Se AB =
β2

4K
, pela proposição 7.4.1, temos

−ff ′′ + (f ′)2 = β2.

Portanto segue o resultado diretamente do primeiro caso que calculamos

para K = 0. E então o potencial toma a forma V (u) = aΘ(u).



154

• Considerando AB =
β2

16K
=

1

4K

(
β2

4

)
. Novamente pela proposição 7.4.1

temos,

−ff ′′ + (f ′)2 =
β2

4
.

Seguindo as contas do segundo caso para K = 0 devemos ter o potencial

V (u) =
k

Θ2(u)
.



Caṕıtulo 8

Integrais Adicionais

8.1 O vetor de Laplace-Runge-Lenz generalizado

Nessa seção, temos como objetivo encontrar uma generalização do vetor

de Laplace-Runge-Lenz, estudado na seção 2.7, considerando que a dinâmica

ocorre em uma superf́ıcie de rotação de curvatura constante e positiva. E como

consequência encontraremos duas novas integrais de movimento. Esse estudo

será feito em cima do trabalho de Santoprete [26].

8.1.1 A Superf́ıcie

Consideremos uma curva regular simples dada por

γ : [rs, rn]→ R3

r 7−→ (f(r), 0, g(r))

γ ∈ C1 e vamos supor que ‖γ′(r)‖ = 1 (r = u do caṕıtulo anterior). Além

disso, que f(r) > 0 e f(r) = 0⇐⇒ r = rs ou r = rn. Observamos que a curva

está no plano XZ.
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Consideramos a superf́ıcie gerada pela rotação da curva γ em torno do z.

Temos que essa superfićıe pode ser parametrizada por

X : (rs, rn)× (0, 2π)→ R3

(r, φ) 7−→ X(r, φ) = (f(r)cos(φ), f(r)sen(φ), g(r))

A métrica da superf́ıcie é como a métrica considerada no caṕıtulo anterior.

8.2 Integrais quadráticas

Vamos buscar integrais de movimento quadráticas nos momentos. Como em

[26], essas integrais são da seguinte forma:

I = a(r, φ)p2
r + 2b(r, φ)pφpr + c(r, φ)p2

φ + Φ(r, φ). (8.1)

Proposição 1. Seja um sistema que satisfaz as equações de (7.8), com o Ha-

miltoniano da forma (7.4) que verificam as condições (7.5) e (7.7). Então, as

funções do tipo I = a(r, φ)p2
r + 2b(r, φ)pφpr + c(r, φ)p2

φ + Φ(r, φ) com

a(r, φ) = a0

b(r, φ) = E1sen(βφ)− E2cos(βφ)

c(r, φ) =
a0

f 2
− 2 (βE1cos(βφ) + βE2sen(βφ))

V (r)

γ
+ Γ

Φ(r, φ) = 2a0mV (r)− 2mγE1

β
cos(βφ)− 2mγE2

β
sen(βφ),

são integrais de movimento para a0, E1, E2 e Γ constantes arbitrárias.

Observação 1. Como veremos nas seções seguintes, rearranjando os termos

de I da proposição acima, mostraremos que ele pode ser escrito como:

I = 2E1I1 − 2E2I2 + 2a0mH + Γp2
φ,
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onde

I1 = sen(βφ)prpφ − βcos(βφ)
V (r)

γ
p2
φ −

mγ

β
cos(βφ)

I2 = cos(βφ)prpφ + βsen(βφ)
V (r)

γ
p2
φ +

mγ

β
sen(βφ),

e mais, I1 e I2 também são integrais primeiras, e portanto I é uma combinação

linear de quatro integrais.

Observação 2. As quatro integrais, I1,I2. pφ e H, não serão inpendentes,

porém, qualquer conjunto com três dessas quatros integrais o será.

8.3 Demonstração

Separamos a demonstração da proposição acima em partes, devido ao seu

tamanho e o número de cálculos, no objetivo de facilitar a leitura e compre-

ensão.

Condições para I como integral de movimento

Para I, tomado como em (8.1), ser uma integral primeira devemos ter

{H, I} = 0.
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Usando que {H, I} =
∂H

∂r

∂I

∂pr
− ∂H

∂pr

∂I

∂r
+
∂H

∂φ

∂I

∂pφ
− ∂H

∂pφ

∂I

∂φ
, temos

{H, I} =

(
− f ′(r)

mf(r)3
p2
φ + V ′(r)

)
(2apr + 2bpφ)−

pr
m

(
p2
r

∂a

∂r
+ 2prpφ

∂b

∂r
+ p2

φ

∂c

∂r

∂Φ

∂r

)
− pφ

mf(r)2

(
d
∂a

∂φ
p2
r + 2

∂b

∂φ
prpφ +

∂c

∂φ
p2
φ +

∂Φ

∂φ

)
= prp

2
φ

(
−2af ′(r)

mf(r)3
− 1

m

∂c

∂r
− 2

mf(r)2

∂b

∂φ

)
+ p3

φ

(
−2bf ′(r)

mf(r)3
− 1

mf(r)2

∂c

∂φ

)
+ pr

(
2aV ′(r)− 1

m

∂Φ

∂r

)
+ pφ

(
2bV ′(r)− 1

mf(r)2

∂Φ

∂φ

)
+ p3

r

(
− 1

m

∂a

∂r

)
+ p2

rpφ

(
− 2

m

∂b

∂r
− 1

mf(r)2

∂a

∂φ

)

Portanto temos que {H, I} = 0⇐⇒ as seguintes condições são satisfeitas:

(I)

−2af ′(r)

mf(r)3
− 1

m

∂c

∂r
− 2

mf(r)2

∂b

∂φ
= 0

(II)

−2bf ′(r)

mf(r)3
− 1

mf(r)2

∂c

∂φ
= 0

(III)

2aV ′(r)− 1

m

∂Φ

∂r
= 0

(IV)

− 1

mf(r)2

∂Φ

∂φ
+ 2bV ′(r) = 0

(V)
1

m

∂a

∂r
= 0
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(VI)
2

m

∂b

∂r
+

1

mf(r)2

∂a

∂φ
= 0

Vamos buscar as funções a, b, c e Φ.

8.4 Encontrando a expressão de I

Agora, vamos usar as seis condições acima para encontrarmos as funções

a, b, c e Φ. Feito isso, encontraremos a expressão de I por (8.1).

Encontrando a, b, c e Φ

Considerando as condições (III) e (IV) temos

∂Φ

∂r
= 2amV ′(r),

∂Φ

∂φ
= 2bmf(r)2V ′(r). (8.2)

Lembrando que V (r) = γΘ(r) e Θ′(r) = 1
f ′(r)2 , temos

V ′(r) =
γ

f(r)2
.

Então, substituindo em (8.4)

∂Φ

∂r
= 2amγ

f(r)2 ⇒ ∂2Φ

∂r∂φ
= 2mγ

f(r)2
∂a

∂φ
∂Φ

∂φ
= 2bmγ ⇒ ∂2Φ

∂φ∂r
= 2mγ

∂b

∂r
.
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Como
∂2Φ

∂r∂φ
=

∂2Φ

∂φ∂r
, pelo feito acima,

2mγ

f(r)2

∂a

∂φ
= 2mγ

∂b

∂r

⇒ ∂a

∂φ
= f(r)2∂b

∂r
(8.3)

Pela condição (VI),
∂a

∂φ
= −2f(r)2∂b

∂r
. Essa igualdade com (8.3),

∂b

∂r
= −2

∂b

∂r

⇒ ∂b

∂r
= 0.

Portanto, b = b(φ). Voltando a (8.3), conclúımos que

∂a

∂φ
= 0.

Juntando com a condição (V), temos que a(r, φ) = a0 constante. Portanto en-

contramos o a, nos restando ainda a tarefa de encontrar as outras três funções.

Agora consideremos a condição (I),

2af ′(r)

f(r)3
+
∂c

∂r
+

2

f(r)2

∂b

∂φ
= 0.

Integrando em relação a r temos

− a0

f(r)2
+ c(r, φ) + 2Θ(r)

∂b

∂φ
+ Γ(φ) = 0.

Então,

c(r, φ) =
a0

f(r)2
− 2Θ(r)

∂b

∂φ
− Γ(φ) (8.4)

⇒ ∂c

∂φ
= −2Θ(r)

∂2b

∂φ2
− Γ′(φ). (8.5)



161

Da condição (II),− 2bf ′(r)
mf(r)3 −

1
mf(r)2

∂c

∂φ
= 0, tem-se

∂c

∂φ
= −2bf ′(r)

f . Igualando

a (8.5), obtemos,

2bf ′(r)

f(r)
= 2Θ(r)

∂2

∂φ2
+ Γ′(φ)

⇒ 2Θ(r)
∂2b

∂φ2
− 2f ′(r)b

f(r)
+ Γ′(φ) = 0. (8.6)

Observação: Note que, tendo (f ′′)2 − f ′′f = β2 e Θ′(r) = 1
f(r)2 ,(

f ′

f

)′
=
f ′′f − f ′f ′

f 2
= −β

2

f 2
,

e portanto,
f ′

f
= −β2Θ. (8.7)

Logo, a equação (8.6) pode ser escrita como

2Θ
∂2b

∂φ2
+ 2β2Θb+ Γ′(φ) = 0.

Considerando Γ′(φ) = 0, temos 2Θ
∂2b

∂φ2
+ 2β2Θb = 0.

⇒ ∂2b

∂φ2
+ β2b = 0,

que é a equação de um oscilador harmônico. Logo,

b(φ) = E1sen(βφ)− E2cos(βφ),

com E1 e E2 constantes arbitrárias. Acabamos de encontrar o b.

Derivando a expressão encontrada para b tem-se

b′(φ) = βE1cos(βφ) + βE2sen(βφ).
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Substituindo em (8.4), encontramos c sendo

c(r, φ) =
a0

f 2
− 2 (βE1cos(βφ) + βE2sen(βφ))

V (r)

γ
+ Γ.

Observe que aqui, estamos considerando Γ como constante, já que anterior-

mente escolhemos Γ′(φ) = 0.

Então, neste momento falta encontrarmos apenas Φ. Voltanto para as

condições (III) e (IV):

∂Φ

∂r
= 2amV ′(r) e

∂Φ

∂φ
= 2bmf(r)2V ′(r)

Integrando em relação a r e φ respectivamente,

Φ(r, φ) = 2ma0γΘ(r) + g1(φ) Φ(r, φ) = 2mγ
(
−E1

cos(βφ)
β − E2

sen(βφ)
β

)
+ g2(φ).

Comparando as duas expressões para Φ, conclúı-se que

Φ(r, φ) = 2a0mV (r)− 2mγE1

β
cos(βφ)− 2mγE2

β
sen(βφ) + k,

onde k é uma constante, vamos desconsiderá-las posteriormente para efeito de

conta.

Acabamos então de encontrar as quatro funções que queŕıamos.
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8.4.1 Determinando I

Utilizando as expressões que encontramos anteriormente para a, b, c e Φ, a

saber

a(r, φ) = a0

b(r, φ) = E1sen(βφ)− E2cos(βφ)

c(r, φ) =
a0

f 2
− 2 (βE1cos(βφ) + βE2sen(βφ))

V (r)

γ
+ Γ

Φ(r, φ) = 2a0mV (r)− 2mγE1

β
cos(βφ)− 2mγE2

β
sen(βφ),

vamos substituir em (8.1), e assim obtemos I.

Então temos,

I = a0p
2
r + 2 (E1sen(βφ)− E2cos(βφ)) prpφ

+

[
a0

f 2
− 2 (βE1cos(βφ) + βE2sen(βφ))

V (r)

γ
+ Γ

]
p2
φ

+ 2a0mV (r)− 2mγE1

β
cos(βφ)− 2mγE2

β
sen(βφ).

Rearrajando a equação acima , temos

I = a0p
2
r + 2E1

(
sen(βφ)prpφ − βcos(βφ)

V (r)

γ
p2
φ −

mγ

β
cos(βφ)

)
− 2E2

(
cos(βφ)prpφ + βsen(βφ)

V (r)

γ
p2
φ +

mγ

β
sen(βφ)

)
(8.8)

+
a0

f(r)2
p2
φ + 2a0mV (r) + Γp2

φ.
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Lembrando que H =
p2
r

2m
+

p2
φ

2mf(r)2
+ V (r), então

p2
r = 2mH −

p2
φ

f(r)2
− 2mV (r)

⇒ a0p
2
r = 2ma0H −

a0p
2
φ

f(r)2
− 2ma0V (r) (8.9)

Portanto, substituindo (8.9) em (8.8) tem-se

I = 2E1

(
sen(βφ)prpφ − βcos(βφ)

V (r)

γ
p2
φ −

mγ

β
cos(βφ)

)
− 2E2

(
cos(βφ)prpφ + βsen(βφ)

V (r)

γ
p2
φ +

mγ

β
sen(βφ)

)
(8.10)

+ 2a0mH + Γp2
φ

Por construção, I é uma integral primeira, para quaisquer E1 e E2.

8.5 Integrais Escondidas

Agora, vamos mostrar que a partir de I encontramos duas novas integrais

de movimento que a prinćıpio estão “escondidas”. De fato, como vimos em

(8.10) temos

I = 2E1I1 − 2E2I2 + 2a0mH + Γp2
φ,

onde,

I1 = sen(βφ)prpφ − βcos(βφ)
V (r)

γ
p2
φ −

mγ

β
cos(βφ) (8.11)

I2 = cos(βφ)prpφ + βsen(βφ)
V (r)

γ
p2
φ +

mγ

β
sen(βφ). (8.12)

Afirmação: I1 e I2 são integrais de movimento.
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Demonstração. Primeiro, observe que {I,H} = 0. Então, {2E1I1 − 2E2I2 +

2a0mH + Γp2
φ, H} = 0. Pela linearidade de {, }, temos {2E1I1 − 2E2I2, H} +

{2a0mH + Γp2
φ, H} = 0.

Olhando para a segunda parcela do lado esquerdo da igualdade acima temos:

{2a0mH + Γp2
φ, H} = 2a0m{H,H}+ 2Γ{pφ, H}pφ = 0.

Portanto, {2E1I1 − 2E2I2, H} = 0. Logo, 2E1{I1, H} − 2E2{I2, H} = 0. Mas

como isso ocorre para quaisquer E1 e E2, escolhendo E2 = 0 e E1 = 1
2 temos

{I1, H} = 0. Assim, I1 é uma integral primeira. Por outro lado, escolhendo

E1 = 0 e E2 = −1
2 temos {I2, H} = 0. Então, I2 também é uma integral

primeira.

Essas duas integrais são generalizações das coordenadas do vetor de Laplace-

Runge-Lenz estudado na seção 2.7.

Encontramos, portanto, quatro integrais primeiras, H, pφ, I1 e I2. E, a partir

de agora, vamos estudar independência entre essas integrais.

8.6 Independência entre as integrais

Como dissemos anteriormente, vamos estudar a independência entre I1,I2,

H e pφ. Veremos que essas quatro integrais não são independentes entri si,

de acordo com a definição 2.2.2. Porém a cada três dessas integrais, elas são

independentes!



166

8.6.1 Considerando I1, I2, H e pφ

Vamos provar duas proposições (igualdades) que nos ajudarão a mostrar a

dependência linear entre as quatro integrais citadas.

Proposição 8.6.1. Sendo I1 e I2 como em (8.11) e (8.12) respectivamente,

nas codições da proposição 1, tem-se a igualdade

I2
1 + I2

2 = p2
rp

2
φ + β2Θ2p4

θ +
m2γ2

β2
+ 2mγΘp2

φ. (8.13)

Demonstração. A demonstração segue diretamente das definições em (8.11) e

(8.12) elevá-las ao quadrado e somá-las.

A outra igualdade que nos será de grande utilidade será

Proposição 8.6.2. Nas mesmas condições da proposição acima, temos

I2
1 + I2

2 = 2p2
φmH −

Kp4
φ

β2
+
γ2m2

β2
,

onde K = −f
′′

f
é a curvatura da superf́ıcie.

Demonstração. Como observado em (8.7), temos

f ′(r)

f(r)
= −β2Θ(r),

logo,

Θ(r) = − f ′(r)

β2f(r)
.

Elevando os dois lados da equação ao quadrado temos

Θ2 =
f ′2

β4f 2
,
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De f ′2 − ff ′′ = β2, obtemos

Θ2 =
β2 + ff ′′

β4f 2

⇒ Θ2 =
1

β2f 2
+

f ′′

β4f
.

Usando que K = −f
′′

f
, conclúımos que Θ2 =

1

β2f 2
− K

β4
. Substituindo na

equação (8.13) encontrada na proposição anterior, obtemos

I2
1 + I2

2 = p2
rp

2
φ + β2

(
1

β2f 2
− K

β4

)
p4
φ +

m2γ2

β2
+ 2mγΘp2

φ

= p2
rp

2
φ +

p4
φ

f 2
+ 2mγΘp2

φ −
Kp4

φ

β2
+
γ2m2

β2

= 2mp2
φ

(
p2
r

2m
+

p2
φ

2mf 2
+ γΘ

)
−
Kp4

φ

β2
+
γ2m2

β2

= 2mp2
φH −

Kp4
φ

β2
+
γ2m2

β2

Tendo feito isso, vamos atacar o nosso problema, mostrar a dependência

linear das integrais. De fato, segue a proposição:

Proposição 8.6.3. Sob as mesmas hipóteses da proposição 1 e tomando I1 e

I2 como em (8.11) e (8.12) respectivamente, temos

2I1∇I1 + 2I2∇I2 − 2mpφ∇H + 4

(
Kp3

φ

β
−mpφH

)
∇pφ = 0.

E, portanto, como estamos considerando pφ 6= 0 sempre, temos que os vetores

∇I1, ∇I2, ∇H e ∇pφ são pontualmente linear dependentes.
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Demonstração. Então, vamos considerar a igualdade encontrada na proposição

8.6.2,

I2
1 + I2

2 = 2p2
φH −

Kp4
φ

β2
+
γ2m2

β2

e vamos derivar em relação a r, φ, pr e pφ. Portanto,

• Fazendo para
∂

∂r
,

2I1
∂I1

∂r
+ 2I2

∂I2

∂r
= 2mp2

φ

∂H

∂r(
∂pφ
∂r

= 0

)
⇒ 2I1

∂I1

∂r
+ 2I2

∂I2

∂r
− 2pφ

∂H

∂r
= 0 (8.14)

• Para
∂

∂φ
,

2I1
∂I1

∂φ
+ 2I2

∂I2

∂φ
= 0

(
∂H

∂φ
= 0,

∂pφ
∂φ

= 0

)
(8.15)

• ∂

∂pr
,

2I1
∂I1

∂pr
+ 2I2

∂I2

∂pr
= 2p2

φ

∂H

∂pr(
∂pφ
∂pr

= 0

)
⇒ 2I1

∂I1

∂pr
+ 2I2

∂I2

∂pr
− 2p2

φ

∂H

∂pr
= 0 (8.16)

• e finalmente para
∂

∂pφ
,

2I1
∂I1

∂pφ
+ 2I2

∂I2

∂pφ
= 4mpφH

∂pφ
∂pφ

+ 2mp2
φ

∂H

∂pφ
−

4Kp3
φ

β

∂pφ
∂pφ

⇒ 2I1
∂I1

∂pφ
+ 2I2

∂I2

∂pφ
− 2mp2

φ

∂H

∂pφ
+ 4

(
Kp3

φ

β
−mpφH

)
∂pφ
∂pφ

= 0. (8.17)
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Portanto, juntando (8.14), (8.15), (8.16) e (8.17) temos que é verdade o que

queŕıamos,

2I1∇I1 + 2I2∇I2 − 2mpφ∇H + 4

(
Kp3

φ

β
−mpφH

)
∇pφ = 0.

Como pφ sempre não nulo, pelo menos um dos coeficientes dessa combinação

linear é não nulo, −2mpφ, e portanto, ∇I1, ∇I2, ∇H e ∇pφ são vetores linear

dependentes.

E assim provamos que as quatro integrais consideradas não são independen-

tes.
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