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Resumo

Este trabalho se baseia no artigo “The n-body, the n-vortices and the n-
charges’ dynamics on surfaces : a common view point”[6] (em preparacao),
estudando casos particulares e consequéncias nos mesmos. O trabalho pode

ser dividido nas seguintes partes:

Formulacao da dinamica de N corpos utilizando a geometria intrinseca da

superficie no qual o movimento esta restrito.

e Comparacao, no caso da dinamica de dois corpo no plano, entre a for-
mulacao usual e a proposta, explicitando a diferenca de resultados com

relacao as orbitas.

e Estudo do processo de redugao da dimensao do sistema nos casos do ci-
lindro e esfera para a dinamica de dois corpos. Introducao da nocao de

métrica massificada para o mesmo.

e Demonstracao do Teorema de Bertrand (que versa sobre a condigao para
érbitas fechadas)para superfices de revolugao e consequéncias, e uma ge-
neralizagao para o vetor de Laplace-Runge-Lenz, baseados nos artigos [25]

e [26] respectivamente.

Palavras chave: Dinamica dos N corpos, superficies de curvatura constante,

métrica massificada, mecanica celeste;



Abstract

This work is based on the paper “The n-body, the n-vortices and the n-
charges’ dynamics on surfaces : a common view point”[6] (in preparation),
studying particular cases and consequences of them. The work can be divided

in the following parts:

e N-body dynamics’ formulations utilizing the surface’s intrinsic geometry

on the movement is restricted.

e Comparison, 2-body problem on plane case, between usual and proposal

formulation, evidencing the difference of the results about the orbits.

e Study of the system’s reduction dimensional process on the cylinder and

sphere cases for 2-body problem. Introduction to the mass metric notion.

e Demonstration of the Bertrand’s theorem (about conditions for closed
orbits) for revolution surfaces and consequences, and a generalization for

Laplace-Runge-Lenz vector based respectively on the articles [25] and [26].

Key words: N-body dynamics’, constant curvature surface, mass metric
) ) Y

celestial mechanics;
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Introducao

Este trabalho se ambienta num caso particular, o de dois corpos, do tratado
pelo artigo “The n-body, the n-vortices and the n-charges’ dynamics on surfaces

: a common view point”[6] em preparacao .

Este artigo tem o intuito, o que fizemos aqui para dois corpos, de estudar
quais as sao equacoes basicas do problemas dos n-corpos em superfices para a
geometrizacao da formulacao. Ou seja, dada uma meétrica g, que é intrinseca
a superficie, uma distribuicao dos n-corpos de massa sobre a superficies e as

velocidades iniciais, qual é a dinamica?

O ponto de partida da nossa formulacao sera considerar as equacoes funda-
mentais que nos permitem descrever a dinamica de uma particula teste sobre
uma variedade M com uma métrica g , o par (M, g), para uma distribuigao de
matéria dada, S. Vamos considerar um campo de aceleracao central o, ou seja

um campo que verifica
div(a) =cS e rot(a)=0.

Reescrevendo a como

a= —grad(@g),

onde ®, ¢ chamado de potencial gravitacional, a equagao do divergente se torna
Agb, = —cS, (1)

que serd nossa equa¢do fundamental. Como veremos, o potencial ®4(r, ) vai
ser interpretando como o potencial de uma particula teste localizada em r no

tempo ¢ e transportada forga gerada pela distribuilcao de matéria S(r,t).



Isso vai ser descrito com o sistema hamiltoniano de equacoes:
. 0H . 0OH

onde H é o hamiltoniano

1
H(rt) = 5 Il + ®y(x, ).

N
1 2
= bl + Y Gl mi(1))
i=1

onde G ¢ a solucao fundamental (fungdao de Green) da equagao de Poisson (1).
Ressaltamos que dada a métrica g, a parte cinética estd definida automatica-

mente por
N N

HpZHz 1 T —1
Z om, —;%Pig Pi.

i=1 ¢

Isso é andlogo a formulagao da eletrostética [23], onde o divergente do campo
elétrico
div(a) = —cS,

o potencial eletrostatico é a solucao de

Ad, = ¢S.

A segunda etapa do trabalho serd a formulacao da dinamica dos corpos que
sao as fontes do campo gravitacional. Mais especificadamente, considerando
S = Zf\il m;0(r — r;(t)), i.e, o campo gravitacional é gerado para N-corpos
puntiformes de massa mq, mo,...,my, com posicoes, respectivamente, ry, ro,
...,ry. Nesse contexto a nossa hipotese de trabalho sera que cada corpo se
comporta como particula teste no campo gerado pelos outros N-1 corpos. Isso

leva que a dinamica é descrita pelas equacoes

_OH _ 0H
_3Pi Pi= 301@'7

di



ondez € 1,...,N e H é dado por

N 2
H(qu,..qn,P1,-PN) = Y H2pi|i +V(qi,.-an),
i=1
onde V(qu,..qn) = 3., Yoisy mim;G(ri,r)).

Ressaltamos que nesse trabalho, como em [6], trabalhamos na geometria
intrinseca da supercicie. Diferentemente do que foi feito antes em Diacu, Pérez-
Chavela e Santoprete [10], onde as superficies sao vistas como imersas em R? e
o potencial considerado é o de R? restrito & superficie. Em particular em [10],

no caso planar o potencial utilizado foi proporcional a % e a dinamica dos dois

corpos verificava as trés leis de Kepler [2]:

1. O vetor radial de cada planeta com respeito ao Sol como origem, “varre” uma

area igual em tempos iguais.
2. A ¢6rbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um dos focos.

3. Os quadrados dos periodos dos planetas sao proporcionais aos cubos dos

semi-eixos maiores das suas respectivas orbitas.

Porém, na formulagao que introduzimos, onde consideramos a dinamica geo-
metrica intrinseca do plano, o potencial correspondente é proporcional a log(r).
No caso dos dois corpos isso implica que as leis Kepler nao sao verificadas, mas
tem outras propriedades como o fato que todas as dérbitas sao limitadas (o que
nao acontece na formulagao anterior). Além disso a tnica 6rbita fechada é a

circular.

Ademais, no estudo da integrabilidade do problema dos dois corpos sobre

uma superficie dada (no nosso caso: plano, cilindro e esfera), foi necessario



introduzir a nocao de métrica massificada pela variedade produto (M)¥,

N
2 2
ds,, = g m;ds;,
i=1

onde ds; é a métrica da variedade M onde de desloca a i-ésima particula.
Com essa nova arbodagem nao temos a dificuldade de como interpretar o cen-
tro de massa do sistema, o que ocorria anteriormente, pois nao estava bem
definido, ou seja, nao estava no espago onde acontecia a dinamica (sobre a su-
perficie). E ainda ganhamos, como consequéncia, uma simplicagdo na notagao
das equacoes, dando ao Hamiltoniano do sistema uma forma “fixa”durante o

processo de reducao:

P|%
H:—H HQG“ + V(r),

onde r = (71,73), ou seja, a configuragdo do sistema é representada por um

unico ponto em um espaco de dimensao maior.

E, para finalizar abordamos a existéncia de integrais extras do tipo vetor de
Laplace-Runge-Lenz em espacos de superficie co curvatura. Com esse objetivo

vamos generalizar o estudo feito pelo Manuele Santoprete [25], com potencial

1
o

no nosso caso da geometria intrinseca, ou seja o potencial log(r).

O primeiro passo é a generalizacao do teorema de Bertrand para superficies
de revolugao com curvatura constante [26]. Nesse aritgo foram dadas as condigoes
para obtermos orbitas fechadas no problema de Kepler. Mostramos que também

nesse caso havera diferencas entre a formulagao tradicional e a proposta. Te-

remos que existe pelo menos uma orbita limitada que nao é fechada.

O segundo passo foi buscar a existéncia de uma integral adicional do tipo

quadratica nos momentos, que ¢ uma generalizacao do generalizacao do vetor
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de Laplace-Runge-Lenz. Para isso apresentamos o resultado do Manuele San-
toprete em [25] onde ele mostra a existéncia utilizando a geometria extrinseca
da superficie, porém verificamos que nao ocorre na geometria instrinseca ao

utilizar a técnica apresentada por ele.



Capitulo 1

Introducao a Mecanica Celeste

1.1 Mecanica Classica

A Mecanica Classica tem como fundamento o que é conhecido como as leis

de Newton, a saber, como segue em Moulton [22],

1? lei Todo corpo continua em estado de repouso ou de movimento uniforme em

linha reta, a menos que sofra a acao de uma forca externa.

2% lei A taxa de variacao do movimento é proporcional a forca empregada e se da
na direcao segundo o segmento em que a forca age. Também comumente
conhecida, de maneira simplificada, como ' = ma, onde F' é a forca e a

a aceleracao.

3% lei As acoes mutuas entre os corpos sao sempre iguais em intensidade e

direcoes opostas. Mais famosa como “Acao-Reagao”.

E interessante observar que as duas primeiras leis ja eram conhecidas por

Galileo Galilei (1564-1642) e Christiaan Huygens (1629-1695). Mas foi Isaac

18
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Figura 1.1: Isaac Newton

Newton(1642-1727), em Principia (1686), quem as publicou juntas pela pri-

meira vez. [22]

Apesar de serem estabelecidas como axiomas por Newton, as leis foram
inferidas de experimentos. Newton realizou varios experimentos no sentido
de verifica-las. Tanto no estudo do ricochete de corpos elasticos em colisao,
quanto na aceleracao de imas flutuando em bacias de agua, dentre outras. A
grande dificuldade, devido as limitacoes tecnologicas da época, era eliminar as

forcas externas em acao sobre o sistema observado nos experimentos.

Analisando um pouco mais profundamente cada uma das leis, podemos fazer
observacoes que num primeiro momento podem passar despercebidas. Por

exemplo:

e A partir da primeira lei, pode se definir tempo e linha reta.

e A 2% lei define uma relagao entre forga e aceleracao (i.e. a dinamica). De
forma que o coeficiente de proporcionalidade é a “massa”. Note que um

corpo de massa zero nao pode ser acelerado.

e As duas primeiras leis sao suficientes para o estudo do movimento de um
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corpo sob agao de um numero conhecido de forgas. Ja a 3% lei é necessaria

para o estudo de um sistema com mais de um corpo que agem mutuamente.

1.2 Mecanica Celeste

A lei de corpos caindo sob aceleracao constante foi investigada por Galileu
e Simon Stevin (1548 - 1620) e para varios casos de aceleracao variavel por
Newton [22]. Ainda eram os primérdios do estudo da acao da gravidade. No
inicio do século XVII, Johannes Kepler (1571-1630) enunciou as trés leis do

movimento planetario: [2][22]

¢

1. O vetor radial de cada planeta com respeito ao Sol como origem, “varre” uma

area igual em tempos iguais.
2. A ¢6rbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um dos focos.

3. Os quadrados dos periodos dos planetas sao proporcionais aos cubos dos

semi-eixos maiores das suas respectivas érbitas.

E comum na literarura afirmar que a partir de consideracoes das leis de Ke-
pler, a gravidade na superficie da Terra, movimento lunar em torno da Terra,

foi possivel a Newton enunciar a Lei da gravita¢ao universal [22]

Duas particulas de matéria no universo se atraem mutuamente com uma forca
que age na direcao da reta que passa pelas duas particulas e de intensidade
que varia diretamente com o produto de suas massas e inversamente com o

quadrado da distancia entre elas.
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Fie)

Figura 1.2: Forca de atragao

km1m2
Fio = —7

onde Fy9) € a for¢a sob o corpo de massa my devido a presenga do corpo de

massa ma, 1 a distancia entre os corpos e k uma constante de proporcionali-

dade.

Figura 1.3: Robert Hooke

Porém, ha indicios de que nao foi bem assim que aconteceu. De acordo com
Arnold [3], muito se deve a Robert Hooke (1635-1703). Hooke que teria encon-
trado a partir de experimentos a proporcionalidade F' ~ T% Porém, faltava-lhe
o ferramental matemadatico para comprova-la. Percebendo isso, propos o pro-
blema para Newton, que apesar de ter sido um desafeto no passado ( muito

por discordarem sobre a natureza da luz), no momento viviam uma trégua,
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podendo se dizer que quase colaborativo (apds uma carta de reaproximacao
enviada por Hooke, Newton sugeriu-lhe fazer um experimento para comprovar
a teoria de Copernicus de que a Terra rodava sobre seu proprio eixo). Newton,
tendo recebido o problema de Hooke, com seus resultados experimentais e ex-
plicacoes ficou em silencio. Que foi quebrado com o “Principia”,onde além de
fundamentar a mecanica, ele enunciava a Lei da gravitacao universal, porém,
sem citar Hooke. Gracas a Edmond Halley (1656-1742), um amigo comum
entre os dois, que insitiu com Newton que citasse Hooke, numa nova versao, o

nome de Hooke aparece. Porém, sem o devido crédito.

Tendo em maos as trés leis de Newton e a lei de gravitacao universal foi
possivel explicar completamente fenomenos astronomicos que até o momento
eram “misteriosos” e por isso Newton se tornou um dos cientistas mais influ-
entes de sua época. Com o advento da Teoria da Relatividade, se tornou mais
evidente as limitagoes da mecanica no ponto de vista classico ( newtoniana).
Fazendo-se necessario uma mudanca no tratamento, a base dessa formulagao

que era a for(;a passa ser a energia.

1.3 Formulacao Variacional

Como pode ser visto em Yourgrau [20], em 1744 quando o matematico
francés Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) enunciou a 1* versao
do “principio de minima agao”, principios variacionais ja haviam sido discutidos
pelos gregos e o “Principio de Fermat” da ética ja havia sido bem formalizado
pelo préprio Fermat (ver [20]). Basicamente, nesse principio ele afirmava que a

natureza agia pelos meios mais simples. Mais especificamente, quando ocorre
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uma alteracao na natureza, a quantidade de “acao” para essa mudanca é a

menor possivel. Porém a definicao de “acao” para ele nao era clara.

Figura 1.4: Leonhard Euler

No mesmo ano, foi Leonhard Euler (1707-1793) quem publicou o principio
como um teorema pela primeira vez. Nesse teorema ele estabelecia que o ca-
minho que uma particula percorre de um ponto a outro no espaco é exatamente
aquele que minimiza a integral [ vds onde v é a velocidade da particula. Apesar
da diferenca de filosofia entre os dois, onde para Maupertius o principio tinha
um carater quase (ou completamente) metafisico, FEuler chamou seu teorema

de “Principio de Maupertuis”.

Figura 1.5: Luigi Lagrange

Porém, ainda nao estava completamente formulado o principio. Luigi La-

grange (1736-1813) em 1788 que o desenvolveu, considerando uma quantidade
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finita qualquer de particulas em interacao, além de forcas obtidas atraves de
um potencial. Chegando a estabelecer a equivaléncia do “Principio de minima

acao’ com as tres leis de Newton.

Mas foi apenas com William Rowan Hamilton (1805-1865), com a for-
mulacao da Mecanica Lagrangiana e da Mecanica Hamiltoniana que se foi
percebida a grande utilidade e importancia desse principio que pode ser enun-

ciado como em Goldstein [15]

O movimento de um sistema a partir do tempo t1 ao tempo to € tal que a

integral de linha

]:/ttQ(K—U)dt

1

onde U € a energia potencial, K € energia cinética, tem um valor estaciondrio

para o caminho do movimento

—

Goi 1
Figura 1.6: Principio de minima agao

As formulagoes da Mecanica Lagrangiana e Hamiltoniana serao brevemente

desenvolvidas nas préximas secgoes.
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1.3.1 Formulacao Lagrangiana

Seguindo Lopes [19], vamos estabelecer a formulagao Lagrangiana, seus prin-
cipais resultados e algumas observacoes. Primeiro vamos definir o Lagrangiano

e a acao associada a ele.
Vamos considerar o conjunto dos possiveis caminhos definido por § = {q;q :
la,b] — R", q de classe C! e q(a) = a; e q(b) = by }.
Definicao 1.3.1.
1. Uma funcdo L : R*™ — R € C* ¢ dito um Lagrangiano

2. O funcional

g :5F—R

b
q%/ L(q,q)dt

¢ a acao de L sobre os caminhos de §

O principio béasico por tras da Mecanica Lagrangiana é, ao estudarmos um
sistema mecanico, associarmos um lagrangiano a ele, de forma que o caminho
que minimiza o funcional £ descreva o comportamento do sistema em relagao
ao tempo. Isso nem sempre ocorre, como pode-se ver na Mecanica Quantica

(ver [19]), porém nao entraremos em tais detalhes.

Portanto, os pontos criticos de £, isto é, zy € § tal D£|,, = 0 terao grande
importancia na teoria. Como £ é definido a partir de L, para simplificacao da

linguagem, diremos:

Definicao 1.3.2. q € § ¢ critico de L se ¢ critico de L.
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Entao agora, buscar o comportamento de um sistema com um lagrangiano
L é equivalente a buscar os caminhos criticos desse lagrangiano (no sentido da

defini¢ao acima).
Para identificarmos esses caminhos criticos usaremos o teorema a seguir:

Teorema 1. Seja
b
8(x) — / Lt x, %)dt,
a
x €F. Seq é um caminho critico para L, entao satisfaz a equacgao

oL d OL

- / o / —
0X(t,q,q) dtax(t,q,q) 0.

A demonstragao do teorema acima pode ser vista em [14].

Definicao 1.3.3. A equacao

oL : d oL

¢ dita a equacao de FEuler-Lagrange associada ao lagrangiano L.

Na direcao do que estamos estudando, isto é, sistemas agindo sob atracgao

gravitacional, vamos definir o seguinte tipo de lagrangiano:

Definicao 1.3.4. Um lagrangiano L € dito um lagrangiano natural se existe

uma funcao U : R" — R tal que

L(q,q) = mlal” U(q)

2
Observacao 1. Note que o lagrangiano natural esta associado a um sistema
. o m [|¢|” . .
mecanico, onde a energia cinética ¢ K = 5~ © energia potencial U(q).

Portanto, podemos escrever que
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Observacao 2. A parte cinética do lagrangiano pode ser escrita como:

m\ . 1 0Y .
K54 () )
01

10
A matriz , como veremos futuramente, é a matriz que representa a

01
métrica g no espaco, nesse caso em particular, o espaco euclidiano. Em coor-

denadas polares ¢ = rcos¢ e qo = rseng, a métrica é
ds* = dr* + r*d¢’

e teremos a matriz

1 0
g:
0 r?

representando a métrica. A energia cinética neste caso é dada por

Entao, segue o teorema que é mais interessante para nosso estudo

Teorema 2. Principio de Minima Acao.
Seja L um lagrangiano natural e £ sua acao em §. q € critico em L se, e

somente se, q satisfaz a lei de Newton para o sistema associado a L.

Demonstragdo. Seja um sistema mecanico de energia potencial U(q), temos a

lei de Newton mq = —VU(q), ou seja,
— (mq+ VU(q)) = 0. (1.1)

Além disso, o lagrangiano natural é dado por L(q,q) = %‘W — U(q). Vamos

provar que a lei de Newton é equivalente a equacao de Euler-Lagrange de L.
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Temos que
oL doL 0 [mlal? d o (m]al’
8qz- dt@qz N 8qz< 2 U(q) dta% 2 U(q)
_ _v_a .
N 8qi dt ¢
L 8U—|—m"-
= 90 gi | -
Portanto,
O r@a) - L9 pqa) =0 «= VU(Q)+md =0

[]

Agora que ja mostramos que podemos ver o problema de corpos que se inter-
gem através da forca gravitacional do ponto de vista da Mecanica Lagrangiana,
vamos mostrar uma propriedade dessa abordagem de grande utilidade. Essa
propriedade ¢ a invariancia do lagrangiano sob mudancas de coordenadas. Isso,
como veremos nas segoes futuras, nao acontecera na Mecanica Hamiltoniana.

La, as mudancas de coordenadas devem ser feitas com muito mais cuidado.

Teorema 3. Seja G(q) = Q uma mudanca de varidveis. A equagdo de Euler-

oL doL oL d oL
Lagrange — — ——— = 0 associado ao lagrangiano L(q,q) ¢ — — ——
oq dtoq

associado a L(Q,Q) determinam a mesma equagao diferencial, a menos de

uma mudanca de coordenadas.

Demonstragdo. Seja Q = G(q) uma mudanga de coordenada. Temos que Q=
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J(G)q, onde J(G) matriz jacobiana de G. Feito isso temos,
OL 0L0Q = OLOoQ

= + — 1.2
54 9Q0q T 9G04 12
doL _dOLoQ 0L doQ (1.3)
dtoq dtoQ oq  oQdt 0q '
Observe que a_q = ( por isso nao aparece na ultima equacao. Subtraindo as
equagoes (1.2) e (1.3), temos
oL doL _0L0Q 0LOQ d (OL\9Q OLdIQ (1.4)
oq dtdq 0Qoq 9Qoq dt\9Q) dq oQdt dq '
Temos que
0Q '
8_q = J(G) %—ﬁf = H(G)q
0Q
e J(G) £33 =H(G)q,
onde H(G) é a matriz Hessiana de G. Substituindo na equagao 1.4),
0L _doL_ (9L _doL) . .
oq dtoq \o0Q dt 0Q
Sendo J uma matriz invertivel,
oL oL _ _ 0L doL_
oq dtoq 0Q dtoqQ
]

1.3.2 Transformada de Legendre

Seguindo Arnold [2], vamos associar a mecanica lagrangiana e a mecanica
hamiltoniana através da transformada de legendre. Mas antes, fazemos a se-

guinte definigao:
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Definicao 1.3.5. Uma funcao f : R" — R™ ¢é dita convexa se sua Hessiana
¢ definida positiva.

Entao definimos,
Definicao 1.3.6. Seja f uma fungao conveza, a transformada de Legendre
de f € funcao, dado p € R",

9(P) = maTxepom(n{< P.x > —f(x)}.

Seja L(q,q) um lagrangiano, e assumimos que é convexo na segunda coor-

denada. Temos o seguinte teorema,

Teorema 4. O sistema de equacoes de Lagrange é equivalente ao sistema de

2n-equacoes de primeira ordem

OH
5= —— 1.
p 9q (1.5)
) OH
q= %7 (1-6)

onde H (q,p) =< p,q > —L(q,q) € a transformada de Legendre em rela¢do a
q.
Observacao A fungdo H acima é dito o hamiltoniano e as equagoes (1.5)

e (1.6) as equacoes de Hamilton.

1.3.3 Formulacao Hamiltoniana

Pelo teorema anterior um sistema dinamico associado a um lagrangiano

pode ser descrito por uma funcao H : R?*” — R com as equacoes:

oH . oH

= % P = —8—(1 (1.7)

q
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Se denotarmos por

X = (QI7Q27 oy 4n, P1, P2, ---7pn)7

temos que as equagoes (1.7) podem ser escritos de forma reduzida,

X = JVH,
0 I
onde VxH = <%—Z, %—g) , J = e I a matriz identidade n x n.
-1 0

Teorema 5. Seja um sistema mecanico, de forma que o langrangiano associado
a ele € dado por L = K—U, onde K € a energia cinética e U a energia potencial,

entao o hamiltoniano H € dado por
H = K + U. (Energia total)

Corolario 1. Dada uma variedade de métrica g, a energia cinética de um

sistema mecanico (isto €, que obedece as leis de Newton) de N particulas de

/

massa mp, My, ...My €
n
1 2
K = 22—mj il
j=1
onde deﬁnimosHijz =Pp;8 P,

Demonstracao. Temos que

L= K(q) - U(q).

Definimos o0 momento como

oL .7
P:a—-:mq g,
q

Logo, " = ipglteq=1 (g_l)TpT. Entao,

. . B _ T _
_mq’gq _ mpg lg(g )p’ pleg'p
2 2 m m 2m
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[]

Observemos que o lagrangiano e o hamiltoniano agem sobre espacos dife-
rentes. Enquanto o lagrangiano age sobre (q, q), o espaco que sofre a acao de
H é (q,p). Essa mudanca é importante, principalmente quando estamos es-
tudando uma dinamica sobre uma variedade que nao seja o espaco euclidiano.
Denotando por M uma variedade diferencidvel, enquanto (q,q) € T'M, fibrado
tangente, temos que (q,p) € T*M, fibrado cotangente [2]. Ou seja, a troca
de visao da mecanica lagrangiana para a mecanica hamiltoniano, é uma forma
de mudar o espaco que estamos trabalhando, o fibrado tangente pelo fibrado

cotangente.

Uma das vantangens de se trabalhar no fibrado cotagente é que ele possui
uma estrutura simplética natural. Isto é, {2 = dpAdq é uma 2-forma diferencial
nao-degenerada! e fechada?. O par (T*M,)) é definido ser uma variedade

simplética.
Vamos explorar algumas propriedades da formulagao hamiltoniana.

Definicao 1.3.7. O espaco 2n-dimensional com coordenadas ¢, ...,qn; P1,

...,pn € chamado de espaco de fase.

Observacao: Poderiamos escrever simplesmente que o T*M é o espaco de

fase.

Definicao 1.3.8. O fluxzo de fase ¢ o grupo a 1-parametro de transformacoes

do espaco de fase
g (a(0), p(0)) = (a(t), p(t)),

LQ(u,v) = OVu <= v =0
2dQr =0
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onde p(t) e q(t) satisfazem as equagoes (1.7).

Enunciamos o seguinte teorema devido a Liouville

Teorema 6. O fluro de fase preseva volume, isto é, dada uma regiao D no

plano de fase, temos que

vol(g' D) = vol(D).

O teorema acima seque da equagao (1.7). De fato,
oq Or

04 , 0p

oq Op

O’H B 0*’H
opdq 0qop

V-X =

onde X = (q,p).

E como consequéncia temos o teorema de recorréncia de Poincaré, enunciado

em [2] da seguinte forma:

Teorema 7. Seja g um mapa continuo bijetivo que preserva volume, de forma
que gD = D, onde D € uma regiao limitada do espaco euclidiano. Entao, dado

xr € D e uma vizinhanca U de x, para algum n >0, g"x € U.

As demonstragdes dos dois teoremas acima podem ser vistas em [2].

A partir de agora vamos comentar sobre as coordenadas da mecanica ha-

miltoniana, e como devem ser manipuladas para simplificarmos as equacoes.

aH_O
;

Definicao 1.3.9. Uma coordenada q; é dita uma coordenada ciclica se o0 =

ou seja, H nao depende de q;.
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Das equacgoes (1.7) temos que p; = —g—g. Logo se ¢; ¢ uma coordenada
ciclica, p; = 0, isto é, p; é constante. Portanto, dado um valor para p; tere-
mos que H dependera de 2n — 2 coordenadas, e também reduzimos para essa

quantidade de equagoes no sistema (1.7).

Entao, uma forma de tentar resolver um sistema Hamiltoniano é buscar
coodernadas ciclicas em uma quantidade suficiente que o transforme em um
sistema simplificado que seja possivel resolver. O ideal seria encontrar n — 1
coordenadas ciclicas, mas nem sempre sera possivel ou facil e evidenciar tais
coordenadas. E para encontrarmos coordenadas ciclicas sera necessaria fazer
mudancas de coordenadas. Porém, devemos ter cuidado pois queremos manter

a estrutura hamiltoniana.

Mudar de coordenadas de forma a manter a estrutura das equagoes (estru-
tura hamiltoniana) é encontrar ( = ¢(X) uma mudanga de coordenadas tal
que existe H(¢) com

¢(=JVH.

Se ¢ satisfaz isso é dita uma transformacao simplética. Denotando ( =
(&1,&9, &M, M2, -, M), @ € uma transformacao simplética se, e somente se

dp A dq = dn A d€ [7].
Para mais informagoes deixamos como referéncia [2],[7],[15] e [16].
1.4 Dinamica das particulas testes

Na “Mecanica dos Fuidos” uma particula teste é um pequeno volume de

fluido que é passivelmente transportada pelo fluxo cuja a dinamica ¢é induzida
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para vortices. Em particular, nesse contexto um fluido é dito incompressivel

se o campo de velocidade u satisfaz div(u) = 0 [9].

Quando estudamos a acao de um campo sobre uma particula, seja de massa
ou de carga, queremos utilizar o mesmo principio da Mecanica dos Fluidos,
ou seja, ver como um campo “transporta’ essa particula (exatamente o que
acontece com a particula teste num fluido). Porém, aqui hd uma diferenca
fundamental. Para haver dinamica, o corpo que sofre a acao do campo deve
interagir com os corpos que o geram. Portanto, uma escolha de particula teste
como sendo uma particula com m nula (ou ¢ nula no caso elétrico) em principio
nao poderia ser acelerado pela forga gerada pelas massas (ou cargas) que geram

esse campo (forga por unidade de massa).

Aqui consideramos a particula teste como um corpo de massa unitaria (ou

carga unitaria) e enfatizamos o fato de que o campo considerado é um campo

de aceleracoes, ou seja, forca por unidade de massa (6 = %)

1.5 O Potencial

1.5.1 A equacao do Potencial

O Teorema de Decomposicao de Helmholtz-Hodge[8] [4] nos diz como um

campo vetorial pode ser decomposto, segue o teorema,

Teorema 8. Um campo a € R? suave pode ser decomposto da sequinte forma

a:a1+a2+a3,
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onde
V-alch V-agz() V-agz()
Vxa =0 Vxa=w Vxaz3=0

Observacao: a; é dito o campo rrotacional, as o campo solenoidal e az o

campo laplaciano.

Em R3, o fato de que V x a; = 0, nos permite introduzir ® tal que a; = VP,
onde ® é uma funcao diferenciavel. Ja de V - ay = 0, nos permite introduzir

um campo U tal que as = V X v
Portanto,
V-a=V.-Vb=Ad=cS (1.8)
an=V><(V><\ff):A\fl:—w (1.9)
Em R?, para a; temos analogo para R3. Para a,, introduzimos uma funcao
U, de forma que as = JVV, onde J é a matriz simplética para n = 2. Temos

equagoes andlogas as equagoes (1.8) e (1.9) para o divergente e o rotacional do

campo a, ou seja
Ad =cS

AV = —w.



37

Figura 1.7: Campo Gravitacional

1.5.2 Forcgas centrais

Vamos definir um campo forcas centrais como um campo de aceleracao

irrotacional a de divergéncia nao nula, i.e., que satisfaz

Vxa=0 e V-a=cS#N0.

Pelo Teorema de Decomposicao de Helmotz-Hodge acima, esse campo a
pode ser decomposto como
a=a; + ag.
Note que pelo fato de que V x ag = 0, existe T uma funcao tal que a3 = VY.
Como V-a3 =0, V-VT = AT =0, ou seja, T é uma aplicagao harmonica.

Portanto podemos escrever,

a=V(®+7).
Definimos a notacao ¢ = — (® + 1), entdo a equagao acima fica
a=—Vo.

Definicao 1.5.1. A funcado ¢ ¢é dita o potencial do campo a .
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Como V - a = ¢S temos,
V- (=Vy)=cS
= —Ap =1cS (1.10)

A equacgdo acima é uma equag¢do de Poisson [13] e é o que vamos chamar de

equacao do potencial.

Observacao: No caso dos vértices consideramos um campo de velocidade
utalqueo V-u=0e Vxu=w # 0, onde w é dito ser o campo de
vorticidade que vamos assumir como dado. Nesse caso teremos que resolver
a equacdo —AW¥ = w, onde ¥ ¢é dita ser chamada fungao de corrente (Stream
function). Note que a equagoes de ¥ e ¢ sao semelhantes, e usaremos esse fato

para utlizarmos o resultado de [5] para o caso das superficies.

Portanto o potencial de um campo irrotacional deve satifazer a equacao
(1.10). Note que a solu¢do dessa equagdo nao é unica, pois ® adicionado de
qualquer funcao harmonica também satisfaz a equacgao. Logo, devemos impor
condicoes extras para reduzir a classe de possiveis solucoes. Por exemplo no
caso do plano na mecéanica do fluidos impomos que |[u|| — 0 quando [|x|| — oo,
onde ||x|| representa a distancia da particula teste em relagao aos vértices.Como

veremos 1.5.3

No que segue vamos apresentar as equagoes potenciais que iremos trabalhar,
depois discutiremos mais sobre a questao da unicidade para entao solucionar a

equacao.
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Caso gravitacional

Denotemos por E (= a,) o campo (aceleragao) gravitacional. Como comen-

tado anteriormente que seu divergente ¢ dado pela equagao
V- E, = —cp,, (1.11)
pg(= S) a densidade de massa e ¢ uma constante positiva (com unidade de

medida de forma que a equagao seja coerente).

O sinal negativo se dd pelo fato de E, ser um campo atrativo. E portanto,

contrair volumes.

Sendo E, um campo central, entao ¢ um campo irrotacional, ou seja

VxE,=0

Entao como vimos anteriormente, existe ¢, tal que
E, = -V, (1.12)

¢, € dito o potencial gravitacional. Substituindo a equagao acima em (1.11)

temos

—

V- (=Vig) = —cpy (1.13)
= Ap, = cp, (1.14)
Observacao: Na literatura, a equacao do divergente do campo gravita-

cional é dada por v E, = —4nGp,, e portanto a equagao do potencial é

Ap, = 4rGp,.
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Caso elétrico

Agora, consideramos o campo elétrico E.(= a.). Seu divergente é dado pela
equacao

—

V-E. = cp,, (1.15)
neste caso, p.(= S) representa a densidade de carga e ¢ é escolhido da mesma
forma como no caso gravitacional. A divergéncia positiva representa a acao re-
pulsora do campo sobre cargas de mesmo “sinal” que a carga que gera o campo.
Na mesma direcao, isso representa a acao do campo de expandir volumes. Ou
seja, o fato de ser uma forca repulsora faz com que as particulas afastam. Ver

figura 1.8.

(a) linhas de campo (b) Campo Elétrico

Figura 1.8: Expande volumes
Pela mesma razao que o campo gravitacional (é um campo central), temos
VxE, =0

Portanto, existe ¢., o potencial elétrico, tal que E. = V.. Assim,

—

V- (—V%) — CPe

= —Ap, = cpe
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Observacao: Na literatura, a equagao do divergente para o campo elétrico
A = — Pe i~ , 4 — Pe A
é dada por V - E, = £, e a equagdo do potencial é —Ayp, = o onde €y é a

constante de permissividade do vacuo.

1.5.3 A Equacao fundamental e a condicao extra

Como definimos anteriormente, temos a equagao potencial
—Ap = cS. (1.16)
Portanto o potencial ¢ é a solucao de uma equacdo de Poisson. A partir de

agora, vamos caminhar no sentido de resolver essa equacao.

Como observado anteriormente se ¢ é uma solugao de (1.16), o+« , o qual-
quer funcao harmonica, também sera. No objetivo de garantirmos a unicidade
da solugao da equacao (1.16) como fungao que gera um campo irrotacional,
com a componente harmonica reduzida a classe de funcoes constantes, acres-

centamos a seguinte condicao,

V¢ — 0 quando ||r|| — oo.

Observacao. Note que isso é o mesmo que pedir que o campo que gerou a

equacao acima satisfaca

a — 0 quando [|r]| = oo

Sendo a equacao de Poisson uma EDP linear,para resolvermos a equacao

acima vamos buscar a solu¢ao fundamental (fungdo de Green).
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Definigao 1.5.2. A funcao de Green ¢ a solucao de
—AG(r,r9) = d(r — 190)
Vr € R" e § representa a distribuicdo delta de Dirac.

Observagao: A nao-homogeneidade se concentra em r(, chamado de sin-

gqularidade.

Tendo encontrado G(r,7¢), a utilizaremos para encontrar a solugao geral,

que sera
p(r) =/ G(r,y)S(y)dy + «,
onde « é uma funcao harmonica.

Entao, como primeiro passo vamos resolver,

—AG(r,rg) = d(r —19) (1.17)

Observacao: Note que se G é solugao de (1.17), G + [, 8 harmonica,

também sera.

Para restringirmos as solucoes e associarmos ao sistema anterior impomos
VG — 0 quando ||r]|| — oo. Utilizando o fato do laplaciano ser invariante sob

rotagdes, ver em [13], encontramos como solu¢do fundamental.

L(r,r) = —5=log(|lr — rol|) quando n =2

= 1 - quando n >3 (1.18)

n(n—2)a(n) ||lr—re|" >

re R"—{0}.
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Se G = I' + 3, da condicao imposta a GG e pela forma de I', temos que
V5 — 0 quando ||r|| — oco. Portanto 8 é limitada. Temos o seguinte teorema,

conhecido como Teorema de Liouville [13]:

Teorema 9. Se u : R” — R ¢ uma funcao harmonica e limitada. Entao u €

constante.

Entao G =T+ C, C constante. Tomando C' = 0 temos o seguinte teorema

[13]:
Teorema 10. Seja f uma funcao de suporte compacto em R"™ e
—Au=f (1.19)

em R"™. Entao

¢ solucio de (1.19) e u € C*(R")

Entao, voltando a nossa equagao do potencial (1.16), temos como solugao:

o) = [ Gy +at). (1.20)

a harmonica. Portanto temos infinitas solucoes.

Por argumentacao analoga a feita para [, temos que o é uma constante.

Portanto, num certo sentido, podemos descarta-la.

Entao, para os casos que estamos interessados, o que desenvolvemos se aplica

COo1mo segue.
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CASO GRAVITACIONAL: R? e R3

Considerando que o campo estd agindo em N corpos de massa m;, ¢ €

{1,2,...N}, temos que a nao-homogeneidade da equacao (1.14) é dada por

=> mis(y —yi) y.yi €R"

onde m;,i € {1,...,N} é a massa de cada um dos N corpos e y; as posigoes.

Substuindo em (1.20) temos

@g(xv t) = G X y (Zmz y — YZ ))) dy-

Entao,
- (Z G y;-(t)))

Utilizando as solugoes fundamentais encontradas em (1.18) temos

pg(x,1) = ¢ o0 milog(||x — xi(t)])

N m;

= 3, Ix —x(2)]

para o potencial gravitacional.

n=3

CASO ELETRICO: R? e R3

Aqui, invés de pontos de massa, vamos considerar N pontos de carga, sendo
¢i,i € {1,..., N} as cargas de cada um dos N pontos. Analogamente, ao caso

anterior, temos

N
Y) = pe = CZQz'5(Y —¥i)-
i=1
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E assim segue,

N
Spe(xat) - G X y (Z %5 y YZ )) dy
= (%, 1) (Z ¢;G(x,y,(t )

Novamente usando as solugoes fundamentais de (1.18), tem-se

pe(x,t) = —c SN gilog(||x — x:(t)])
N q;
= cy n=3
2 =]

para o potencial elétrico.

1.5.4 Teorema de Hodge, decomposicao por formas em R?

Note que o que fizemos acima foi feito para o caso euclidiano. Vamos agora
fazer uma decomposicao para formas em R? como uma forma de preparacao

para o que sera feito para a esfera.

No que segue vamos considerar superficies riemannianas, ou seja, variedades
com uma métrica g,
g :T,)M xT,M — R,
uma forma bilinear que associa pares de vetores do espaco tangente em p a um
nimero real. A partir da métrica vamos associar a todo campo de vetores a

uma 1-forma da maneira

Primeiro comecamos com M uma variedade diferenciavel e riemanniana de

dimensao n. Denotaremos por EP o espaco das p-formas diferenciaveis em M.
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Denotando d para a diferenciagao exterior e * para a operador de Hodge (Hodge

star), que é definido por

Definicao 1.5.3. Dado uma k-forma w em R", definimos a (n-k)-forma *w
por

 (doy Ndxg A .o Nday) = (=1)7 (doj, Aday, Ao Ndaj, ),
onde o € a ordem da permutacao dos subindices.
Observacao: Essa definicao nao é valida para uma variedade com uma

métrica diferente da identidade. Nesse caso é feita da seguinte maneira [24]:

Seja w uma r-forma. * é tal que *w é uma (n-r)-forma que satisfaz
Y AW =< P, w >g 1,

onde n = \/|detg|dx; A ... A dz,, (forma volume) e ¢ é uma r-forma qualquer.

Definicao tal que usaremos na secao 1.5.5.
As defini¢oes abaixo sao validas pra qualquer métrica [28]:
Definimos o seguinte operador:
Og : EP — EP71

g = (—1) 0D 4 g

E a partir dele o operador de Laplace-Beltrami [28],

Definicao 1.5.4. Definimos como o operador de Laplace-Beltrami da se-

gquinte forma

Ag = 0gd + dig.
Dizemos que uma w p-forma € harmonica se Aw = 0. E denotamos por

H? ={w € EP; Ayw = 0}
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o espaco das p-formas harmonicas.
Observacao 1: Com o objetivo de nao carregar a notacao deixaremos

implicita a dependéncia dos operadores em relacao a métrica g.

Observacao 2: Essa definicao coincide com a nossa nocao usual do lapla-

ciano para R".

Seja a um campo de vetorial em R? tal que a — 0 quando |[r|| — oo.

10
Considerando a métrica g = , podemos associar o campo a a 1-forma

01

A condigao imposta ao campo a implica impor que w, — 0 quando |[r|| —

0o. Nesse caso, um forma pode ser decomposta como
E'=d(E) @ §(E*) o H'.
Queremos estudar o divergente e o rotacional desse campo. Temos por [11],
as definigoes:

Definicao 1.5.5. (Divergente) Seja v um campo diferencidvel, em uma va-

riedade de dimensao 2,
d *x wy = (divv) dxy A dxs,
onde divv € o divergente do campo v.
Definigao 1.5.6. (Rotacional) O rotacional de um campo v € definido por

rot(v) = xdwy.
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notacao fisica analitica (R3) | notacao geométrica

div(a) V-a modulo de d * wy

rot(a) V xa kdwa

Entao, pelas definicoes acima fica evidente que devemos conhecer melhor
w,. E para isso usaremos o teorema de decomposicao de Hodge, pois ele nos diz
que

Wq = dw1 + (5(4)2 + w3,
onde w; é uma O-forma, we uma 2-forma e w3 é uma 1-forma harmonica.

Associaremos com a decomposicao em R?, dw; a V®, dwy a JVV. De fato,

sendo w; uma O-forma, entao é uma aplicacao ® : R? — R suave. Portanto,

d d
dw; = dd = —8 dri + _(9 dzs.
8331 85132

Para wy, 2-forma, temos que wy = Wdz; A dzs, onde ¥ : R?> — R suave.

Temos que
Swy = (=1)2FFVH sy d s (Wdxy A das)
oV ov
= —dxr1 — —d
8x2 = 0 1 =
Portanto,
0P 0P ov ov
a= | =—d —d —dx — —d :
“ (81’1 Tt 8%2 $2> + (8332 “ le $2) + s

Antes de calcularmos o divergente e o rotacional do campo, vamos explorar

o fato de w3 ser harmonico. Sendo w3 uma 1-forma,

W3y = ’yldxl + ’Y2dl’2,
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onde v; : R? — R suave, i € {1,2}. Temos que

Aws =0 (1.21)
= (6 + ) wy = 0 (1.22)
ddwsz + dows = 0. (123)

Fazendo as contas,

2 2 2 2
S = ( % 9 71) dxy + ( I 9 72) ds (1.24)

Oro01, O d1101y 022

2 2 2 2
b = < O O ) dry + ( oI _9 72) dzs. (1.25)

9.2 o B 2
Ox{  O0x179 Oxoxy  Ox5

Somando as equagoes (1.24) e (1.25), e acrescentando a informagcao de (1.23),

2 2 2 2
—<a%+a%>dx1—<872+872>dx2:0.

ox3  0x3 dx?  Ox3
Logo,
0* 0*
ATt
r{  0x3
o 0*
Oxy  0z3

ou seja, 71, Y2 : R? — R sao funcdes harmonicas. Aplicando as condicoes,

implica que a funcoes v, e v, sao limitadas, portanto, v; e 7 sao constantes.

Voltando ao nosso objetivo, vamos comecar calculando o divergente do

campo a.

d ) |\ |\
d*xwy = dx* a—dxl + a—dl’g +dx* a—dxl — a—dﬂ?g +dx(y1dxy + Yodxs) .
0xy Oxs Oxy 0xy

Calculamos separadamente cada uma das parcelas dessa soma:



0P 0P 0P 0P
d * (8_§cldx1 + 6_372dx2) = d <—a—x2dx1 + 8—x1dl‘2)

0*®  9*®

o v _ OV v
d * <a—902d331 - a—ﬁd:@) =d <a—xld:1:1 + 8_x2d$2>

(v e _
= ( Da0s + 8x18x2> dry N\ dxes = 0.

d * (Vld:cl + ’Ygd.CL’Q) = d (—’ygdxl + ’Yldxg)

0 0
o 4+ an dri ANdxry = 0, pois vy e 2 sao constantes.
8:(:2 8331

Por a), b) e ¢), d *x wa = A®dxy A dxy. Por definicao,

div(a) = Ad.

Agora, vamos calcular o rotacional. Segue que

d d
rot(a) = xdw, = *d (g_xldxl + g—@d@)
oV ov
+xd | =—dry — ——dzy | + *xd (71dxy + Yodzs) .
63?2 8331

Novamente pelo iremos calcular separadamente as parcelas.

a)

2 2
*d(a—q)dazl—i—a—q)dxg) — *( 0P e )dazl/\d.rg

8:1;1 8952 _81’281'1 + 8x18x2
R 9°®

N _8$28$1 * 81‘181’2

= 0

50
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Y 1
xd (a—darl — a—dm) = % (—AU)dr; Ndry = —AV.
61‘2 8951

871 + %) dl‘l /\dl’Q =0

d .
xd (’)/1 T+ ”ygdxg) * ( Bdrs T O,

Juntando os tres calculos, temos que

rot(a) = —AW

Considerando que estamos um campo irrotacional, rot(a) = 0 e div(a) =

AP #£ 0. Entao a equacao fundamental é dada por

AP = ¢S.

1.5.5 Equacao do potencial na esfera

Antes de encontrarmos a equacao do potencial na esfera, vamos enunciar o
Teorema de Decomposi¢ao de Hodge, utilizando Warner [28] como base, e com
apoio de do Carmo [11] e Arnold [2]. Vamos enunciar para um caso mais geral

e entao aplicaremos no caso da esfera (n = 2) para atingir nosso objetivo.

Teorema 11. (Teorema de Decomposi¢ao de Hodge) Seja M uma va-
riedade diferencidvel, riemmaniana e compacta de dimensao n. Para cada
inteiro p com 0 < p < n, HP é dimensionalmente finito. E seque a decom-

POSICAO:
EP = do(E?) @ 6d(EP) ® HP

= dEr Yo o(Et o HP
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A demonstragdo pode ser encontrada em [28].

Tendo estabelecido tal teorema, passamos a estudar o caso da esfera M de

dimensao 2. Note que ela satisfaz as hipdteses.
Observacao No caso da esfera utilizamos a decomposicao

E'=d(E") @ 6(E* @ H.

Seja a um campo vetorial na esfera M de dimensao 2. Considere uma métrica

dada por
d82 = glldx% + QQde% + 2912da:1dx2,
gi1 912
€ y 912 = Gg21-
g21 922

Associamos o campo a a uma 1-forma, como feito anteriormente, w,(-) =
g(a7 )
Utilizando o teorema de decomposicao de Hodge,
Wa = dwy + dwy + w3,
onde w; é uma 0-forma, wo uma 2-forma e w3 uma 1-forma harmonica.
Da mesma forma que o feito em R?, denotamos w; = ® e wy = Wdz; A dxs.
Analogamente ao que fizemos antes e utilizando a seguinte proposigao [28]:

Proposicao 1.5.1. As unicas funcoes harmonicas em uma variedade riemma-

niana, conexa, compacta e orientada sao as funcgoes constantes.
Temos
div(a) = Ag®

rot(a) = AgW.
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Considerando um capo central, ou seja, div(a) = ¢S # 0 e rot(a) = 0, nossa

equacgao fundamental sera

Agd = cS.

Observe que a equacao depende da métrica, mais especificamente, o opera-
dor de Laplace-Beltrami depente de g. Vamos explicitar esse dependéncia para
um caso particular de métrica. Consideramos uma métrica diagonal, ou seja,

g12 = ga1 = 0. Logo ds* = gida] + goadas.
Queremos calcular div(V®). Por definigao,
d * wye = div(VO)v,
onde v = \/|detg|dxy A dzy = +/|g11922|dx1 N dx9 é & forma de volume de uma

variedade riemanniana.

Primeiro note que wyg = d®. Logo

V |911922| O V |g11922| 0P
- dx2 - dSCl.
g 0y 922

8x2

*Wy e

Aplicando a diferencial exterior,

d * Wyp = 6 |911922| 8(1) diCl AN dSIZQ
Oy g Ox;
+ a - |gllg?2| aq)\ dxg AN dxl
0o g2 0z
1 0 \/|gl 0P 0 \/|g| 0P
Vgl 921\ g Oy Oxy \ g22 Oxy

Vigl [0z \ g 0z Oxy \ g22 O

o () o () )
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onde +/|g| = \/|detg].

Portanto,

TS [a (@a@>+ 0 (@aq))

Vgl [0z \ g 011 Oxg \ g2z 02

Tomando como exemplo as coordenadas polares de uma esfera de raio 1,

temos que nesse caso a métrica é
ds® = sen*0d¢® + d6?,

_ sen? 0 o ~ )
com a matriz g = representando a métrica, entao g3 = senf e

0 1
g22 = 1. Portanto, substituindo em (1.5.5),

1 [0 1 09 0 0P
0= |55 (w9s) 30 (93|

E 0 mesmo laplaciano encontrado em [18].

1.5.6 Condicao de Gauss

Dada uma equacao de Poisson
Agp = ¢S,

em uma superficie compacta sem bordo, no nosso caso a esfera, o termo de
nao-homogeneidade ( ou a fonte do campo) deve satisfazer a seguinte condicao,
denominada condicao de Gauss:

Da equacao temos

/ AgpdA = / cSdA.
M M
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Por outro lado,

/ AgpdA = / V- VedA
M M

= V- -ndS
oM

pois nao tem bordo. Logo,

/ cSdA = 0.
M

No nosso caso, se S = ZJIV m;o(r — 1),

N N
c
chA:cg mi/(ﬂ“—ri:—g m; % 0.
/M — M ( ) area(M) <= 7

Portanto, nosso termo de nao-homogeneidade nao pode ser mais o mesmo,
devemos ter um termo de compensacao para satisfazer a condicao de Gauss.
A escolha dessa compensacao pode ser feita de varias maneiras diferentes.

Destacamos duas escolhas:

e A escolha que faremos consiste em cobrir a esfera com um “tapete” de di-
tribuigdo de massa negativa (que pode ser interpretada como anti-matéria).

Essa escolha resulta numa nao-homogeneidade igual a

C Mot

¢S - area(M)’

onde my,; € a massa total.

e Uma outra escolha é a cada corpo de massa incluirmos um corpo antipoda
de massa negativa com velocidade inversa Shchepetilov|27]. Dessa forma

teriamos a homogeneidade

cS — Z cm;d(r —7i(t)).
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Da mesma forma temos que considerar a condicao de Gauss para encontrar-

mos a funcao de Green. Ou seja, a funcao de Green sera solucao da equacao:

AGG(s, 50) = (5(3 — s, — W) |

por argumentos analogos ao feito para o caso acima.

1.6 Dinamica de massas e cargas puntiformes

Aqui vamos observar a “dualidade” de um corpo puntiforme que pode agir

tanto como particula teste quanto uma singularidade.

Isso ocorre pelo fato das singularidades também estarem sob a acao de um
campo gerado pelos outros corpos ( inclusive a particula teste). Portanto,
ao escolhermos uma das singularidades e estudarmos o campo que age sobre
ela, essa singularidade desempenhara o papel de particula, e o corpo que era

particula teste anteriormente, se torna uma singularidade para esse campo.

Comegamos por ressaltar que nesse caso o Hamiltonianos do sistema das

my, Mo, ...,my massas ¢ autonomo, dado por

~ 1
H = Z 2— Hp,]Hzfl + V(q17 q2, - qn)’
=1 <1

onde é

N
Vian, s, oqn) = > mim;G(qi,q;).

1=i<j

que é deduzido a partir da seguinte hi?étese de trabalho:

Hipé6tese de trabalho: cada massa (fonte do campo gravitacional) se

comporta como particula no campo das outras massas N-1 massas.
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Observe que a métrica g determina tanto a parte cinética de H, através do

produto interno dos momentos pj,
2
12l

Exemplo. Considere dois corpos de massa interagindo. Um corpo de massa
my e posicao ry e o outro de massa ms e posicao ry. Pelo feito na secao anterior,

o potencial é dado por

V(Tl, 7’2) = mlmgG(rl, 7“2).



Capitulo 2

O problema dos dois corpos no plano

imerso em R’

Neste capitulo consideramos o problema dos dois corpos com a dinamica
restrita a um plano. Denotemos por q; a posicao, p; momento e m; a massa

do i-ésimo corpo, 1 = 1, 2.

q1

Figura 2.1: Dois corpos no plano

Vamos comecar considerando a nocao de integrabilidade de um sistema de
equacoes diferenciais ordindrias com 2n graus de liberdade. Em particular,
queremos ressaltar o papel da estrutura hamiltoniana em reduzir o nimero de

integrais primeiras necessarias o estudo da integrabilidade do sistema.

o8
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2.1 Formulacao hamiltoniana

Consideramos um sistema de NV particulas de massa my, ..., my cuja dinamica

é descrita pelas equacoes

. oH . OH
q1i = Oy P1i = —aqu
. 0H . OH
q2; = Oy P2i = — Do

onde q; = (¢i1, ¢i2,0),Pi = (Pi1, P2, 0) e i =1,2,...,N.

O hamiltoniano é dado por:

gy
P1||
q17q27"'7qN) (21)

H (q17q27 -, 4qN, P1, P2, "'7pN

onde V é o potencial e a norma do momento da i-ésima particula é definida
cOomo
szHz =p, 8 'pi,
10
01

onde g ¢é o tensor métrico, que em coordenadas cartesianas é g =

Note que temos um problema com 2N graus de liberdade hamiltoniano.

Deﬁnindo X(t) = (q17"'7qN7p17"'7pN) v - (aql '78(31_N78_P1"“’6P_N>’

podemos escrever o sistema acima na forma reduzida

dX(t)
7 — JVH 2.2
0 Ion
onde J = PN , € I é a matriz identidade.

—Ionxon 0
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2.2 Integrais de movimento

Formulado o sistema como vimos, temos como objetivo encontrar as inte-
grais de movimento necessarias para poder mostrar a integrabilidade. Vemos
no que segue que no caso geral precisamos de 4N — 1 integrais independentes

e que no caso hamiltoniano as integrais se reduzem a 2/N, mas em involucao.

2.2.1 Caso geral

Seguindo [12] e [19] vamos fazer uma introdugao a integrais de movimento.

Portanto, seja a equacao diferencial
i=F(z), (2.3)
F:ACR" R A aberto.

Definicao 2.2.1. W : A — R diferencidvel é uma integral primeira se:

o se x(t) € solugdo de (2.3), entao W (x(t)) € constante.

e 1 U C A aberto, tal que W ndao é constante em U.

Portanto, as solugdes da equacao diferencial (2.3) permanecem em uma
unica superficie de nivel da integral primeira. Um conceito importante en-

volvendo integrais primeiras é a independéncia entre elas.

Definigao 2.2.2. Sejam, W; : A — R, i € {1,...,4n — 1} integrais primei-
ras. Entao Wi, Ws,...,W,,_1 sao ditas integrais independentes sec os veto-

res VWi (x), VWa(x), ..., VWy,_1(x) sao linearmente independentes para todo
reA-— {x,ﬁ(:ﬁ) :0}.
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Definigao 2.2.3. A equagao (2.3) € dita integrdvel se possui 4n — 1 integrais

primeiras independentes.

Portanto, encontrando as 4n — 1 integrais primeiras e fazendo a intersecao

das superficies de nivel definidas por elas, obtemos a curva solugao de (2.3).

2.2.2 Caso Hamiltoniano

Considerando um sistema Hamiltoniano autonomo

dX(t) _

onde H é um Hamiltoniano independente do tempo. Observe que por en-
quanto estamos considerando um caso geral e nao necessarimente um sistema

mecanico.

Vamos introduzir o colchete de Poisson, pois nos serd de grande utilidade

para identificarmos integrais primeiras. Para mais informacgoes sobre colchete

de Poisson ver [16],[2].

Definigao 2.2.4. Seja A o plano de fase de dimensdio 4n, D(A) o espago das

funcoes diferencidveis A — R. Definimos
{.}:D(A) = D(4)

]2n
—Iy, O

ser o colchete de Potsson onde J =
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Observacao Pela definigao, explicitamente temos:

" 9f 0 of 0
{foy =3 229 0] 9
ij=1

5%‘ 52%’;‘ B 3]%‘3‘ an‘j’
4n a dimensao de A.

Tendo sido introduzido o Colchete de Poisson, para identificarmos quando

f € D(A) é uma integral primeira, temos o seguinte teorema:

Teorema 12. Seja f € D(A), f € uma integral se, e somente se {f, H} = 0.

Demonstracao. Seja ¢(t, ty, (qo, po)) : A = A solugao de (2.4), (qo, po) = Xo

condigao inicial dada e f € D(A). Temos que

d Caf . of .
af@b(t;to,xo))—a—q'qu%'p

= Lr ot t0,X)) = 2L OH 07 o

dt “dq Op Ot 0q
= 10l 10.X0) = {f. 1)
Portanto,
S (Bltst. X)) = 0 = {f,H} =0
]
Observando a antissimetria de {,} , segue que {H,H} = —{H, H}, por-

tanto {H, H} = 0, H é uma integral primeira.

Definigao 2.2.5. Duas funcgoes, fi, fo estio em involugcao se {fi, fo} = 0.

O Teorema de Liouville-Arnold pode ser enunciado, informalmente, da

seguinte maneira [2[:
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Teorema 13. Seja um sistema Hamiltoniano com 4n graus de liberdade hamil-
toniano. Se o sistema tiver 2n integrais primeiras independentes em involucao,

entao o sistema € integravel por quadraturas.

Entao passamos a ter como objetivo encontrar 2n integrais satisfazendo as
hipéteses acima. Utilizando a geometria do sistema, ganharemos intuicao de
onde procura-las, para isso, vamos introduzir a nocao de simetria simplética e
o Teorema de Noether [16].

Seja 15(X) = (s, X) um fluxo hamiltoniano soluc¢ao de

dX
_ =
P JVG(X)

onde G : R — R suave (Sistema Hamiltoniano).
Definigao 2.2.6. ¢4(X) ¢ dito uma simetria simplética de H se
H(X) = H(1,(X))
para todo X € RY e para todo s € R.
Teorema 14. (Teorema de Noether) Seja 1s(X) uma simetria simplética

para o Hamiltoniano de (2.4) e solugdo de % = JVG(X). Entao G € uma

integral primeira do sistema (2.4).

Demonstragdo. Sendo (s, X) uma simetria simplética de H.

OH
0 (5,X) =0,
Por outro lado,
o wis,x)) = v PR

0s 0s

= VH - JVG((s,X))

={H,G} (¢ (s,X)) =0
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2.2.3 Mecanica celeste

O problema dos dois corpos

Vamos, agora, nos focar na dinamica de dois corpos no plano imerso em
. ’ 2
R3, isto é, R? C R3. Denotaremos por qi = (qi1,¢12,0) € g2 = (21, g22,0) as

posicoes das duas particulas em coodernadas cartesianas.

O hamiltoniano H é dado como em Eq.(2.1) com N =2 e

CTm11my

Vg, q) = —7——
(1 2) HQQ—OMH

Afirmacao 1. H ¢ invariante sob translacoes e rotacoes.

A invariancia de H sob translagoes e rotagoes nos fornecerd as integrais
primeiras (pelo teorema 14) momento linear total P;; e momento angular

L= HE H respectivamente, onde ||-|| é norma euclidiana habitual em R3.

O momento linear total do sistema (2.2) é dado por

Pt = p1 + P2 = (p11 + p21, p12 + pa2, 0) (2.5)

P1 = (P11, 112, 0) € p2 = (P21, P22, 0). Denotamos Py = pi1+pa1 € P = p1a+ a2,
onde P, e P» sao integrais primeiras.

miqi1+maqe

. Definimos
mi+meo

Sendo a posicao do centro de massa Q.,, =

E = Qcm A Piot (26)
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L é o vetor de momento angular.

Portanto, tem-se que

1

L=——— (0,0, (myg11 + maga1) (P12 + pa2) — (Magae + miq12) (P11 + p21)) -
my + ms

Denotando
L = (miqi1 + maga1) (p12 + pa2) — (Magae + miqia) (p11 + pai1) -

Resumindo, temos quatros integrais primeiras: H, L, P, e P». Desde que o
sistema tem 8 graus de liberdade, isto é, 4 graus de liberdade hamiltonianos,
segue do Teorema de Arnold-Liouville que necessitariamos de 4 integrais em

involucao.

Portanto nos questionamos se as quatros integrais que encontramos sao in-
dependentes e se estao em involucao. Note que se isso ocorre, provamos a
integrabilidade. Na préxima secao mostraremos que temos apenas trés inte-
grais em involucao, mas a integrabilidade pode ser provada devido as simetrias

extras, as das equacoes.

2.3 Integrabilidade

Consideramos as quatro integrais encontradas na secao anterior, H, L, P; e
P,. Vamos verificar se satisfazem as hipoteses do teorema de Arnold-Liouville.
Note que H esta em involucao com as outras tres integrais pelo Teorema 12.

Vamos testar se as outras estao duas a duas em involucao.
Proposicao 2.3.1.

{H,L} ={H, P} = {H, P} = {P1, b} = {L, P} + P}} = 0
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{L,Pl}:MPQ, {L7P2}:_MP17

onde M = mi + ms.

Demonstracao. Primeiro, fazendo para P; e Ps.

2
0P, 0P, 0P, 0P

P, P} = —
{ ! 2} ”231 a%’j 3]%17‘ 51%;7’ 3%

Como P; e P5 nao dependem de g;; , para ¢ e j quaisquer, temos

(P, P} =0

2. 9L OP, OL P

L,P}= —
{ 1} ”zzzl 8%]'(92?@'3' 32%3'5%

De novo, usando o fato que P, nao depende de ¢;; e além disso, nao depende

de p12 € poo, temos

oL 0P, 0L 0P,
_|_

L, P} =

{ 1} 0q110p11 O0g21 Opn
oL oL

=— 42— =M(p2+pn)=MP (2.7)
Oqi1  Ogqa

E, de forma completamente analoga, temos
{L, o} = —M (p11 + pa1) = —M Py

L e P, nao estao em involucao.
Finalmente fazemos para P? + P; e L. Temos pela linearidade do colchete de

Poisson,
{L,Pf+P}} ={L,P’}+{L,P}}
=2{L,P} PL+2{L, P} P,

=2MP,P, —2MP, P, =0
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[]

Segue da proposicao acima, segue L nao estd em involucao com P, nem

com F.

Portanto, essas quatro integrais nao verificam as hipoteses teorema de Arnold-
Liouwville, assim, ainda nao nos garante que o sistema ¢ integravel. Observamos
agora que o sistema mecanico em estudo verifica a segunda lei de Newton, ou
seja

dv dv
mld_tl = VV(q,q2) e m2d_t2 = VV(qi1,q2).

Portanto, as aceleracoes sao invariantes em todos os sistemas de referéncia
inerciais, ou seja

d(vi+u) dv; o d(vo+u) dvy

dt dt dt dt’

onde u é uma velocidade constante.

Isto significa que todos os sistemais de referéncia inercial sao equivalentes.

Utilizaremos essas simetrias extras que o nosso sistema ¢ integravel.

2.4 Reducao

Utilizamos simetrias para fazemos o processo de reducao.

As Simetrias Hamiltonianas, que utilizando o Teorema de Noether estudado

anteriormente, nos fornece integrais de movimento.

Abaixo segue um esquema das simetrias hamiltonianas do nosso sistema, e

as integrais de movimento relacionada.
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e Simetrias hamiltonianas (simetria = integral de movimento)

Translacao com relagdo a x = P, (momento total)
Translagdo com relacdo a y = P, (momento total)
Rotagdo = L ( momento angular)

Translacdo com relagdo at = H (hamiltoniano).

E as Simetrias das Equacoes. Essas simetrias vem da equivaléncia dos
sistemas referenciais inerciais, fato esse conheci como invariancia galileana

ou principio da relatividade galileana [2].

e Simetrias das equagoes (Invariancia Galileana)

— acréscimo de velocidade constante na direcao x

— acréscimo de velocidade constante na direcao y

A aceleragao do sistema permanece a mesma. O centro de massa tem

movimento retilineo uniforme nas duas direcoes.

A forca aplicada na k-ésima particula é dada por
N

- Gm,;m
. . VEELZ TN
F, = mpa;, = E ———— Tk,
j=1,j#k qu - qZH
s 9—q
onde T = —1—"-.
JK ™ gy —au]]
Logo,
N N N
-, Gmjmy,
Ft: E mrayp = E H . ~H2rjk: .
k=1 k=1 j=1,j2k 14j — i
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= d
Fy = EPM =0

= Py, € constante.

Seja M = Zf\il mi,

N
Qe = D1 g
cm - M
Entao
v _ Ptot
cm M .

Usamos a invariancia galileana para escolhermos um referencial onde

Ve = 0.

No caso de dois corpos no plano essa escolha tem as seguintes consequeéncias:

Vem = 0= Ptot - 07
entao

Pla:"'PQm:O = P2x:_P1x

P1y+P2y:0 = PQyZ—Ply.

Note que aqui, passamos de quatro para somente duas incognitas.

e O centro de massa estd em repouso, pela invariancia por translacoes esco-

lhemos de forma que fique na origem,

miq + maqa = 0.
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my

miqiz +maqe: =0 = Gop = ——q1z
ma
my

migiy +magey =0 = qoy = ——q1y.
mo

Da mesma forma que feita anteriormente, passamos de quatro incégnitas

para duas.

Juntando as duas etapas, na verdade, passamos de oito para quatro. Dessa

forma de diminuimos a dimensao do sistema:

8 — 4.

Ao escolhermos um valor para L diminuimos mais uma.
4 — 3.
Utlizando a invariancia por rotacoes.
3 — 2.
Finalmente, usando o hamiltoniano H,
2—1.

Logo o sistema ¢ integravel.

Seguindo as idéias de [21], vamos fazer uma redugdo de dimensoes do pro-
blema, usando as integrais encontradas na secao 2.2. Comecamos por fazer
uma mudanca de varidveis que preserve a estrutura do Hamiltoniano (ver se¢ao

1.3.3). Lembrando que nosso Hamiltoniano ¢ dado por

_eal® el
_|_

H (q1,92,P1,P2) = o, ST +V (laz — ai1l]) (2.8)
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Entao, definindo

maqz + Mi1q1

e D — 2.9
Q=q—a1 Q M1 + s (2.9)
Temos como momentos conjugados, respectivamente
m —m _
P— 1P2 2P1 P —pi+ps (2.10)

my + mo

Observacao Essa mudancga foi feita para usarmos as integrais que ja temos
Py e Py. Pois, por (2.5), P = Py,. Disso, j4 podemos inferir que, sendo as
coordenadas de P integrais primeiras, temos P = 0, portanto, H nas novas

coordenadas nao dependers de Q.

Substituindo em (2.8) as novas defini¢oes (2.9) e (2.10), temos
B
2(mi+mg) o (M

m1+m2

H(Q.QP,P) = ) +v(lal)

com as novas equacoes

: i :
Q- (u> P P=—2V(Ql

— P =0
mi1 + Mo

Observe que Q é a posicio do centro de massa do sistema. De P = 0 temos

que P = Py constante. Logo Q = mi"mz, entdo Q = mi{’ﬁm +Cyp, Cy constante.

Portanto, temos que o centro de massa esta em movimento uniforme, entao
as questoes importantes em relacao a dinamica do sistema se limitam a posicao

relativa entre os dois corpos. Ou seja, podemos considerar o Hamiltoniano

aQ.pr:p) =Pyt om)

mi1mso
2 <m1+m2)
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onde C(P) é uma constante.

Logo é equivalente a

s
+vQl (2.11)

miq +m2

H(Q,P) =

Tendo feito isso, reduzimos o nosso problema, ao bem conhecido Problema

de Kepler, que sera discutido na préxima secao.

Ou seja, resolvendo o problema de Kepler com o Hamiltoniano (2.11), re-
solvemos o sistema inicial. Observe que, como prometido, diminuimos o grau

de liberdade do sistema de 4 para 2.

2.5 O Problema de Kepler

O problema de Kepler se estabelece por considerar um caso especial, onde
se considera um dos corpos fixo e o outro em movimento. Um exemplo desse
tipo de dinamica pode ser visto na relagao Sol-Terra, onde o Sol é considerado
fixo, e a Terra orbita ao seu redor. Esse tipo de dinamica se dé, geralmente,

quando um corpo possui uma massa grande em relagao ao outro.

2.5.1 Caso Geral

Sejam dois corpos de massa m e M. Consideremos que o corpo de massa
M é o corpo fixo. Sem perda de generalidade, definimos a origem do espaco
coordenado sobre tal corpo. Denotemos por q a posicao do corpo de massa m

em relacao a origem (em particular, em relagdo ao outro corpo).

Como a energia cinética do corpo fixo é nula, pois esta parado, a dinamica
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é representada pelo Hamiltoniano

H(q,p) = % —V(q)

onde p é o momento conjugado a q, e pelas equacoes

_om
: ov
oV (lal)

Jdq

Como podemos considerar que a dinamica esta restrita a um plano, temos

um sistema com dois graus de liberdade.
Considere q = (z,9,0) e p = (ps,py,0). Vamos passar para coordenadas
polares (r,0)
2 . 2\3
r = (x +y )2

0 = arctg <Q)

Z

Sendo uma transformagao canodnica, temos como momentos:

pr = pgcost + p.send

ps = —Tpysent + rp,cost

Portanto o novo Hamiltoniano é dado por

Py | D
H(r,0,p,.,py) = —/— V 2.12
(r, 6, pr, o) 2m * 2mr? +Vir) (2.12)
Com as equacoes
_Pr o pp av
r= E Dr = mf’S o dr (213)
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Note que o sistema dado pelas equagdes dadas em (2.13), é um sistema de duas
incognitas e duas equacoes, uma vez py € constante. Vamos encontrar r, pois

feito isso, resolvemos o sistema. Defina, considerando py # 0,

1 dt 2
y==- 2 _TT (2.14)

r df Do
De (2.13) temos

:]i: pg _idV
m  m2rd  mdr

Sendo V(r) = —£, k > 0 e usando (2.14) temos

p9u3 ku?

= (2.15)
Por outro lado, fazendo r(0(t)), temos
g Grd0_ pe dr
dodt mr?dd
_ppdu T po (1 du
m df m u? do
_ _pdu
 mdd
Entao,
_ pddu_ oy du
m dt df mr? db?
2
Py odu
= ——9 7 (2.16)

[gualando (2.15) e (2.16) tem-se
pput  ku® pe o d*u

mZ  m v
du km

= S0 -,
d6? i
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que é a equacao diferencial de um oscilador nao-homogeéneo, cuja solucao é

dada por

. (@) (1+ ecos(0 — 6p)).

Dy

onde, e e 6 s@o constantes de integragao. Portanto, por (2.14),

SE
mk ) (1+ ecos(6 — g))
E temos,
e=0 réum circulo
e =1 r é uma parabola
e > 1 r é uma hipérbole

e <1 réuma elipse

Feito isso, resolvemos o sistema (2.13).

Portanto, o problema de Kepler é integravel.

2.5.2 Caso a ser estudado

Voltando ao caso da secao anterior, com

. Pl
iq.p) =Py gap.
2 ()

temos que a equacao
dX (1) .
Y g H
dt 0
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descreve a dinamica de um problema de Kepler com um corpo de massa mq+mso

fixo na origem, e outro de massa —1™2- se deslocando.
mi+ms

Passando as coordenadas polares

ro=1Qf

0 = arctg (%),
1

onde (); e P, sao as coordenadas, no plano onde ocorre a dinamica, de ) e P
respectivamente, ¢ = 1, 2.

Fazendo uma tranformacao canonica de coordenadas, temos que os momen-
tos associados sao

P-Q

T

pr =

pp = P0Q1— PiQs.
Sendo assim, o novo hamiltoniano e suas equagoes sao

P P
H (r,0,p.,ps) = i + 5112 + V(r),
onde M = %
P= 1 P - o
0 Do

Portanto a solucao se da como anteriormente.
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2.6 Estudo do potencial

Nessa secao, vamos estudar o comportamento do potencial, e como ele in-

terfere na dinamica, mais precisamente, nas érbitas.

Pela secao anterior, temos que o hamiltoniano do sistema, apés a reducao
de dimensao, é dado pela equacao
2 2
p Py
H(r,0,p.;py) = —
( ) 7p7“7p9) 2M+2M7"2

onde py é constante. Como estamos considerando o plano imerso em R3, o

+ V(r)

potencial é dado por V (r) = —é, k> 0.

2.6.1 O Potencial Efetivo

Definicao 2.6.1. Defina Vo4 (r) = 2532 +V(r) o potencial efetivo do sistema
(2.13) e hamiltoniano (2.12)

Sendo H uma integral de movimento que representa a energia total do sis-

tema, passaremos a denoté-lo por E. Portanto, temos a seguinte equacao:

Dy
E = o+ Ves(r) (2.17)
Para estudarmos o V¢ de forma simplificada, escrevemos a = %, notando
que a > 0,
a k
Vep = 5 —~
=9y

Observacao. O nomeclatura potencial efetivo faz sentido, pois observando
a equacao (2.17) vemos que a energia é equivalente ao de uma particula de

massa M, de movimento unidimensional e com energia portencial igual a V..
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— Potencial efetivo
- am
--- Potencial

Figura 2.2: Potencial Efetivo Gravitacional, Voy = 5 — é, a= % ek=3

Vemos na figura 2.2 o comportamento do potencial efetivo.

Observacgao. Na figura 2.3 apresentamos o grafico no caso do potencial
efetivo elétrico, percebemos a diferenca de corportamento devido a troca de
sinal, isto é, enquanto o potencial gravitacional é negativo, o potencial elétrico

é positivo.

— Potencial efetivo
R
--- Potencial

Figura 2.3: Potencial Efetivo Elétrico, Voy = % + é, a=sek=23

1
r 2

Estudemos algumas propriedades de V.; = 7%—% que independem dos valores

de a, k (exceto do fato de que s@o positivos). Estas propriedades serao uteis

para a secao seguinte.

Afirmacao 1. V,y tem um tnico zero.

a k
Demonstragao. De fato, Vey = 0 se, e somente se — — — = 0. Portanto,
r r
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devemos ter a — kr = 0. Logo,Ves se anula apenas para r = ¢ . []
Afirmacao 2. lim, o Ve =00 e lim, oo Vey =0

Demonstracao. Trivial ]

Afirmacao 3. V,; sempre tem um minimo em r = 27“ e é unico.

a k dV, —2a k
Demonstragao. De fato, sendo V.y = — — —. Temos ef — + —. Logo,
v 2+ k r2 r dr r3 r2
—2a r
def = 0 se, e somente se ———— = 0, ou seja, —2a + kr = 0. Entao r = %“
r

¢ o unico ponto critico.

/r-3

dQVGf o 6a 2k

dr2 i 3

Utilizando o “critério da segunda derivada”, tendo e

d*V, k* 2
dr2f \7,:2?9 = W >0,r = ?a ¢ ponto de minimo local. Pelas propriedades
. 2a a 94 2 , .
da Afirmacao 2, e ” > T (logo Vs (?) < 0), r = ~ ¢ o tnico ponto de
minimo global. []

Portanto a figura 2.2 representa qualitativamente nosso potencial, indepen-

temente de a e k.

2.6.2 Estudo qualitativo das orbitas

Agora faremos uma sobreposicao dos graficos dos nives de energia com o
do potencial efetivo para fazer uma estudo qualitativo das 6rbitas. Mostrare-
mos que sempre temos orbitas circulares e 6rbitas limitadas, porém também

existirao orbitas ilimitadas.

Mas antes de tudo vamos definir dois tipos de o6rbitas que aparecerao.
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Definicao 2.6.2. Uma particula tem uma orbita fechada se para ¢(t,z), o

fluzo que descreve a orbita da particula, existe T > 0 tal que
o(t,x) = p(t +7,2) Vo € R.

Ou seja, a orbita € periodica.

Por exemplo é facil perceber que uma orbita circular satisfaz a definicao

acima.

Definicao 2.6.3. Um orbita ¢ dita limatada se existem dois circulos de raios
r1 e ry de forma que a orbita fica confinada entre esses dois circulos. Se temos

r1 < T9, dizemos que r1 € o pericentro e ry o apocentro.

Portanto, agora estamos pronto para classificar as érbitas. Lembremos que,

pela equagao (2.17), tem-se

P

2M

=E — Ves(r)

Uma das consequeéncias dessa equacao € que s6 ocorre dinamica quando

E — V.¢(r) > 0. Vamos separar em trés casos onde ocorre dinamica:

Primeiro caso - 4rbita ilimitada

Neste caso consideramos energias E > 0. Para tais valores, seu grafico inter-
secta apenas uma vez o grafico do potencial efetivo. No ponto de interseccao
o corpo esta em repouso, logo apds esse ponto, os graficos se distanciam, indi-
cando um aumento de velocidade da particula. Onde o potencial efetivo tem
seu ponto de minimo é quando a particula atinge sua velocidade méxima. De-
pois sua velocidade se estabiliza, porém ela continua se afastando. Entao, para

esses valores de energia temos 6rbita ilimitada! Veja figura 2.4.
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Figura 2.4: Orbitas ilimitadas

Segundo caso - orbita limitada

Agora, analisaremos quando E € (V. (%“), 0). Aqui, temos que seu gréfico
intersercta duas vezes o grafico do potencial efetivo. Portanto, a orbita fica
confinada pelas barreiras de potencial definidas pelos pontos de interseccao.

Dai concluimos que a érbita particula é limitada. Veja figura 2.5.

Figura 2.5: Orbitas limitadas

Terceiro caso - Orbita circular

No ultimo, nos resta analisar quando E = V;; (%") Os graficos se intersec-
tam apenas nesse ponto. Portanto, a orbita da particula fica restrita ao raio

de %, logo a orbita é circular. Veja figura 2.6
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E

Figura 2.6: Orbita circular

A principio, o terceiro caso é o unico para o qual podemos garantir que
possui Orbita fechada, no segundo caso, apenas garantimos que sao limitadas!
Porém, temos pelo Teorema de Bertrand que para esse potencial (V' ~ %)
todas as dérbitas limitadas sao fechadas! Isso nao ocorrera para o caso em que

V ~log(r) como fazemos no capitulo 3.

Teorema 15. (Teorema de Bertrand) As inicas for¢as centrais que resul-
tam em orbitas fechadas para todas as orbitas limitadas sao as forcas geradas

pelos potenciais V ~ = eV ~ 1=

2.7 O vetor de Laplace-Runge-Lenz

Aqui vamos considerar a dinamica do problema de Kepler e vamos evidenciar
integrais de movimentos escondidas, as coordenadas do vetor de Laplace- Runge
-Lenz. Feito isso, vamos mostrar as relacoes de independéncia entre as integrais
que tinhamos, a saber, o hamiltoniano e o momento angular. Toda essa secao

se baseia em Alemi[l] e [15].
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2.7.1 O vetor

Relembrando o problema de Kepler, estamos considerando a dinamica entre
dois corpos de massa, um de massa M , corpo tal que vamos considerar fixo
na origem, e outro corpo de massa m orbitando o corpo de massa M. Como

estudado anteriormente temos que essa dinamica ¢ descrita pelas equacoes

_om
: oV
vl

oq
onde g e p sao a posicao e o momento de corpo de massa m e

2
[Pl

HMm%>5;+VM)

Para simplificar as contas, vamos considerar os vetores q e p no plano XY.
Observe que podemos fazer isso ja que, como vimos anteriormente, a dinamica

fica restrita a um plano. Porém as defini¢oes a seguir independe dessa escolha.

Primeiro definimos o momento angular.

Definicao 2.7.1. O vetor
L=qAp

o vetor de momento angular

Definicao 2.7.2. Chamaremos por vetor de Laplace-Runge-Lenz o vetor
definido por
A =p AL — mkrt,

, . . o q
onde k é uma constante caracterizando o potencial e & = W
q
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Como dissemos anteriormente, buscamos as coordendas desse vetor, por-
tanto agora iremos nessa direcao. Note que, utilizando nossa definicao para L,

podemos escrever
Asz(qu)—mkﬁ.
q

Utilizando a Férmula de Lagrange ',

_ o) — ) — mk—L
A=q(p'p)—pP(P-q) quH

. Sendo q = (q1,¢2,0) e p = (p1,p2,0), obtemos

q1 q2
A= (P2 (P21 — P1g2) — mk——, p1 (q2p1 — p2q1) — mk——, 0) . (218)
lal lal
Fazendo a mudanca de coordenadas como anteriormente, temos:
B _pP-q
r =4 pr =
r Y
0 = arctg (g—f) Po = P2g1 — P1g
Sendo 4@ cosb, 2 _ senf, temos
r r
senf
p1 = prcost — py
e
cos
p2 = prsenb + py -
Substituindo em (2.18) temos:
cost senf

A = (SGTLH}??«pg + ——py — mkcosf, —cosOp,pg + Py — mksend, O)
r

2.7.2 Interpretacao geométrica do vetor L-R-L

Na figura 2.7 esta representado o Vetor L-R-L em posicoes diferentes das

orbitas. Vamos estudar algumas propriedades geométricas do vetor. Primeiro

LA Férmula de Langrange no diz que dados @,7,1 € R® tem se: @ A (T A @) = 0(@ - @) — @(@ - T)
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o fato que ele é ortogonal ao vetor de momento angular. De fato isso é imediato

de

A-L:(pAL)-L—mk‘%H-(qu):o

Segundo, podemos descrever a érbita em funcao do médulo de vetor A.
Note que a direcao do vetor L-R-L esta fixada, denotemos por 8 o angulo entre

o vetor q e esta diregao. Temos que
A - q= Arcos(0), (2.19)

onde ||A]| = A e ||q|| = r. Por outro lado, utilizando definigao de A,

q
A.-q = (p/\L)-q—mkm-q (2.20)
= L. (qAPp)—mkr (2.21)
= 1> — mkr, (2.22)

onde [ é a norma do vetor de momento angular. Pelas equagoes (2.19) e (2.22),

1: m_k (1 —l—icos€> )

r [2 mk

Portanto, o formato da 6rbita e sua simetria de fato tem uma ligacao com o
vetor de Laplace-Runge-Lenz. De acordo com [15], a existéncia do vetor L-R-L

é suficiente para indicar que as érbitas sao fechadas.

2.7.3 As coordenadas do vetor L-R-L como integrais de movimento

Entao, mostraremos que as coordenadas nao nulas do vetor L-R-L sao inte-

grais de movimento. Para isso utilizaremos o teorema 12, que diz que f é uma



86

PxL] _~mkf

r
pxL 1 r pxL A

A mkt\ Tl 3/ mkt
4
PxL mki

Figura 2.7: Vetor de Laplace-Runge-Lenz

quantidade conservada, se e somente se {f, H} = 0. Denotemos

cos 0
ps — mk cos

I, = senfp,py +
-

senb

Iy = —cosOp,pg + ps — mksend.

Considerando o colchete de Poisson {, } definido no espaco de fase (7,0, p,, pg),

vamos provar a seguinte afirmacao:

Afirmacgao. {[;,H} = 0, para i = 1,2, ou seja, I e I, sdo integrais pri-

meira.

Demonstracao. Faremos para [, para I, é completamente analogo. Sabemos

que
OHOlI, O0HOolI, O0HOI;, 0HOJIL

Or Opr  Op, or | 00 0py  Dpy 00

{H7 Il} =

Portanto, sendo

2 2
; p k
H(T797p7"7p9) = 2m + 27,',1/97,,2 _ ;
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depois da mudanca de coordenadas e

cos b

I, = senfp,py + pg mk cos 0

tem-se

m r

2k . [ —picosh
{H,,} = <ﬂ - r2> (pgsend) — Pr (%—2>

pgsene

_ P (prpgcosﬁ — + mksen9>

mr
E imediato que {H, I} = 0, pela antissimetria do colchete de Poisson, {I;, H} =

0, [; é uma integral primeira. [l

Agora temos 4 integrais primeiras, H,py, Iy e Iy , nos resta mostrar que
pelo menos 3 delas sao independentes. Feito isso, temos que o nosso sistema é

integravel.

2.7.4 Independéncia entre as integrais

Duas integrais primeiras W7 e W5 sao linearmente independentes, se os

vetores VW, e VI, sao linearmente independentes.

Afirmamos que H, py, I; sao linearmente independentes i = 1, 2. Novamente,

fazemos para ¢ = 1, para ¢ = 2 ¢é inteiramente analogo. Temos que

2
Y H (0,7, g, py) = <o. ~ Py, 22 p”)

mr? "mr2’ m
Vps = (0,0,1,0)
7 7 2cosb
VI = (prgcosﬁ pesen + mksend, _pecoz’ , prsent + pg 8 ,p956n9>
Note que se
0
prpgcost — pa 25N | nksend # 0,
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VI, nao pode ser escrito como combinacao linear dos outros dois vetores. De
fato, identificando com polinomio em py e p,.,

send + mksenf = 0

prpocost — pi ;

sent

se cost) = 0, = 0 e mksenf = 0. Absurdo pois teriamos cost) = senf) = 0!
Como os vetores sao dois a dois linearmente independentes, temos que os trés

de fato sao LI, portanto as integrais primeiras sao independentes.

Entao, encontramos 3 integrais primeiras para um sistema de 4 graus de

liberdade, concluimos que nosso problema é integravel.



Capitulo 3

O problema dos dois corpos na

geometria intrinseca do plano

3.1 Plano como espaco ambiente

Vamos primeiro fazer uma abordagem algébrica do sistema acima, mos-
trando a solucao de forma implicita e depois de maneira mais analitica, faremos

um estudos do grafico e de seu plano de fase.

Considerando a equagao (2.17) , tem-se

p?
oM

=E — Ves(r)

(SIS

= pr =+ [2M (E = Ves(r))] (3.1)

Logo, como 7 = £, de (3.1),

89
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Observe que r = 4 PM(E-Ver(r)]?

o sao continuas em (0,00). Definindo f(r) =
2M(E-V, ()
M

(a escolha do sinal foi arbitraria), obtemos uma equagcao diferen-
cial ordinaria autonoma, a saber

= 10)

Dada uma certa condicao inicial, pelo teorema de Peano para EDO’s, ga-

rantimos uma solucao em um intervalo.

Portanto, onde a solucdo r(t) estd bem definida, diretamente das equagoes
do sistema (2.17) obtém-se 0(t) = [

2odt e p, = Mf(r).

3.2 Estudo do potencial

Faremos agora a mesma andlise que fizemos na secao 2.6 do capitulo 2. E

usaremos os resultados obtidos 14, para compararmos a acao dos dois potenci-
ais. Relembrando, temos o hamiltoniano

2 2
pr p6‘

oM + 2Mr?

H(T, euprapﬁ)

+ V(r),

onde V(r) = klog(r), veja segao 1.5, k > 0 ji que agora estamos trabalhando

na geometria intrinseca do plano. Com o sistema de equacoes

. . Py dV
r=— pp = - —
M Mr3  dr
) Po :
0= =0.
M2 bo

Note que py é constante.
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3.2.1 O Pontencial Efetivo

Utilizando a definicao 2.6.1, temos que agora o potencial efetivo é dado
por

2

p
Ver(r) = 2]\4673 + klog(r)

Podemos reformular o sistema de equagoes da seguinte maneira

. DPr . d‘/ef
r = — = —
M P dr
; Do .
9:— :O
Mz PP

e 0 hamiltoniano
9

P’
H (r,pr;po) = 207 + Ves(r).

Dadas condigoes iniciais para as equgoes acima, 7(0) = g, p, = pro € 0(0) =
0y, temos que H sendo uma integral de movimento, é uma constante na solucao

de tal sistema. Denotemos H (r, p,; ro, 6o, Pro, po) = E(r, py;py).

2

P
E ; =E=-—""+4V,.
(T7p7"7p9) 2M ef

(3.2)

Voltando nossa atencao para o potencial, vamos escreve-lo de forma mais

simples, para melhor tratamento qualitativo.

Vi = = + klog(r)

Veja na figura 3.1 um exemplo do comportamento do potencial efetivo gravi-
tacional.

Observacao Assim como feito no capitulo 2 quando estudamos o potencial

efetivo, mostramos o exemplo no caso elétrico para compararmos a diferenca
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— Potencial efetivo
R
--- Potencial

Figura 3.1: Potencial Efetivo Gravitacional, a = % ek=3

entre o caso atrativo (gravitacional, Vo = 5 + klog(r)) e o repulsivo (elétrico,

Ve = 5 — klog(r)). Ver figura 3.2.

— Potencial efetivo
S ame
--- Potencial

Figura 3.2: Potencial Efetivo Elétrico, a = 5 e k =3

Observagao. Agora vamos aproveitar o momento para comparar a dife-
renca entre os potencias efetivos cosiderados neste capitulo e no anterior no
caso atrativo (gravitacional) e no caso repulsivo. Os valores de a e k sao os

mesmo que usados anteriormente. Ver figura 3.3.

Vamos mostrar duas propriedades gerais (independente dos valores de a e
k) do potencial efetivo que estamos considerando. Elas serao tteis na préxima

secao quando estudarmos as ébitas.

Afirmacao 1.lim, o Vey = 00 e lim, o Vey = 00
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— Potencial efetivo
e
--- Potencial

— Potencial efetivo
s
--- Potencial

—~
&
S—
=~

~
I
e
|
3|F

(b) Vey = 35 + klog(r)

— Potencial efetivo
S ar
--- Potencial

— Potencial efetivo
S am
--- Potencial

() Vep =5 +1% (d) Ve = 55 — klog(r)

Figura 3.3: (a) R? C R? e (b) R? Caso gravitacional, (¢)R* C R? e (d) R? Caso elétrico
Demonstracao. Trivial. O

Afirmacao 2. V,y tem um tnico ponto de minimo, em r = 27“

~ a /o
Demonstragao. Ve = — +klog(r), vamos procurar seus pontos criticos. Temos
r

d  —2a+ kr?
dr r3

d
—Vp=0<= —2a+ kr’

dr
N 2a
r=4/—-
k
Portanto, r = 27“ ¢ o unico ponto critico para V.r. Agora usando o critério

da sequnda derivada vamos constatar que é um ponto de minimo.
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De fato, sendo a segunda derivada

d? V. 6a — kr?
dr2 T
, 2
Temos %V@f‘r:\/% = > 0. Logo, r = 27“ ¢ um ponto de minimo local, é

unico ponto critico. Como os limites vao para infinito quando r tende para os

extremos do dominio de Vr, r = 27“ é minimo. ]

3.2.2 Estudo qualitativo das orbitas

Utilizando a equagao da energia (3.2) fazemos o estudo qualitativo das

orbitas. Veremos que para esse potencial nao existe orbita ilimitada.

Primeiro caso - 6rbita limitada

Se considerarmos E € (V¢ (\/%) ,00), pela propriedade de que lim, o V5 =
oo e lim, o Vey = 00 garantimos que existem 7 e rp tais que E — V. = 0 nes-
ses pontos (sdo os pontos de intersecgao entre os graficos das fungoes na figura
3.4). Portanto a érbita da particula fica confinada entre os circulos de raio

e 19, ou seja € uma orbita limitada.

Figura 3.4: Orbita limitada
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Segundo caso - orbita circular
Considerando E = V;; (w/%“), como Vey ( %) ¢ o valor minimo de Vi,
os graficos se intersectam somente uma vez, e portanto a orbita se mantém

sempre a uma distancia de r = @/%. Portanto a érbita é circular! Veja figura

3.5.

— Potencial efetivo

Figura 3.5: Orbita circular

Note que se E € (—o0, Ver (@/%)), terfamos E — V. < 0 para todo r €

(0, 00), portanto
2

Dy
<0
2M ’

absurdo!. Ou seja, nesse caso nao ocorre interacao! Sendo assim os tnicos
casos possiveis sao os casos acima relatados, entao podemos concluir que para

o potencial V(r) = klog(r) todas as drbitas sdo limitadas!

Na préxima secao provaremos que nenhuma dessas orbitas é uma elipse com
a origem em um dos focos, lembrando que para o potencial % obtemos que todas
as 6rbitas limitadas tem essa forma (Primeira lei de Kepler), e mais, que para

orbitas préoximas a orbita circular nenhuma orbita é fechada.
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3.3 O Potencial log(r) e as orbitas fechadas

Primeiro focaremos nas orbitas elipticas, pela importancia das leis de Ke-
pler, e depois generalizamos, no sentido de nenhuma orbita ser fechada, para

Orbitas préoximas a orbita circular.

3.3.1 O potencial log(r) nao gera 6rbitas elipticas

Provemos entdo que utilizando o pontencial log(r) ndo teremos nenhuma

orbita que respeita a primeira lei de Kepler. Segue a proposicao:

Proposicao 3.3.1. Considerando o Hamiltoniano

2

p; i
H=-" kl 3.3
2m + 2mr2 + klog(r) (3.3)
k > 0,com as equacoes
P

. Dr . Py k
_ =0 = 3.4
" m p mr3 r (3-4)

; Po .

0= —— = 0. 3.5
mr? Pe (3.5)

Entao, nenhuma das orbitas é uma elipse com a origem em um dos focos, fora

da orbita circular.
Observacao: Note que pelas equacgoes acima, é imediato que py é constante.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que exista tal érbita. Nesse caso ela

pode ser paramentrizada como

r(0) = a(l —e?)

1+ ecos(8)’ (3.6)
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onde a é o maior semi-eixo da elipse e e é a excentricidade (0 < e < 1). Da

parametrizacao acima temos

dr  drdf
dt — dfdt’
De (3.6), % = %‘W, ja pelas equacoes do sistema, % = 22, Portanto,

dr a(l-— e)esen(6)pg

dt (1 + ecos(0)) mr?

Substituindo (3.6) na equagao acima,

dr a(1 — e®)esen(A)py (1 + ecos(6))”

dt (14 ecos(0))* ma? (1 — e2)”
esen(0)pg
ma(l — e?)
Por outro, olhando para as equacoes do sistema, % = I Tgualando as duas

equacoes podemos concluir que

_esen(f)py
br= a(l —e?)’

Dessa equacao temos que

_ecos(0)ppdf ecos(0)p?
br= a(l —e2)dt  ma(l — e?)r?

2
Note que, novamente pelas equacoes do sistema, temos p, = L& — k Igualemos
> mr r

essas duas equagoes e temos

pz ko ecos(@)pg

mr3  r ma(l — e?)r?

Apéds manipulagao e usando (3.6), temos

P+ paecos(0) = ma*(1 — €*)%k
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Entao,
ma*(1 — e?)*k — p3
ep;

Porém, o lado direito da equagao é constante, mas cos() com € indo de 0 a 27

cos(0) =

nao o é! Absurdo! Chegamos assim a nossa contradi¢ao. Portanto, nao existe

a orbita elitica com a origem em um dos focos. H

3.3.2 O Potencial log(r) nao gera 6rbitas fechadas

Considerando érbitas geradas pelo potencial klog(r) com r proximo a rq
(ponto de minimo de V,¢), provamos pela proposi¢ao a seguir, que tais 6rbitas

nao sao fechadas.

Proposicao 3.3.2. Seja um sistema com o Hamiltoniano (3.3) com as equagoes
(3.4) e (3.5). Temos que as orbitas proximas a orbita circular nao sao fecha-

das.

Demonstracao. Fixando um nivel de energia, de forma que

_ﬁ%_%

E—
2m  2mr?

+ V(r)
Usando a notacao do potencial efetivo,

2
E=2r
2m

+ Ver(r)

Temos que py é constante como foi observado anteriormente. Portanto, temos

p?

2m

= pr = £/ 2m(E = Vs (1)),

=E —Ves(r)

Faremos as contas para o sinal positivo.
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Pelas equacoes do sistema,

dr \/2m(E — Ves(r))

= - — (3.7)
L= V2E =V () (3.8)
m
Por outro lado,
% _ % (3.9)
= df = %dt. (3.10)

Juntando as equagoes (3.8) e (3.10),

40 — Do dr.
r2\/2m(E — Ves(r))

Entao,
" Po
no T3/ 2m(E — Veg(r))

Sendo a drbita limitada, existem 7,,;, (pericentro) e 7,4, (apocentro), e defini-

O(r) =

Y

mos

d(r) = o b dr, 3.11
0= wm— 34

o angulo entre o pericentro e apocentro.

Defina z = @, entao fazendo a mudancga de varidvel em (3.11),

Tmin —dx
olr) — 3.12
(@) /xm \/2m(E — 2 V(x) 1
| [ dx
_ b | 3.13
VS /2(E =W (z)) 1
onde W(z) = x_2 +V(22)
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Agora considere uma dinamica dada pelo Hamiltoniano,

2

ﬁmm:%+wm, (3.14)
com as equagcoes
OH

[ = — = 1

t=, =P (3.15)
OH

)— ——— — — ! . 1

D e W' (z) (3.16)

Observe que essa ¢ uma dinamica unidimensional. Fixada uma energia F para

o sistema, pela equagdo do Hamiltoniano (3.14),
p=2FE-W).

Ja pela equacgao (3.15),

d
9 a

p

Portanto,
z(t2) dx

2t V2(E —W(x))

Considerando as orbitas fechadas, temos que o periodo T" de uma orbita é o

ty— 1 =

menor tempo para que saia de x,,;, e retorne, assim

Tmax d
T =2 el (3.17)
emin \/2(E — W)
Substituindo a equagao (3.13) na equagao acima, obtemos
T
—— = d(r) (3.18)

—_ Do

= ££ ¢ ponto de minimo
To

Note que se 19 é ponto de minimo de V.r, entao x

para W.
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Agora iremos caminhar na seguinte direcao, queremos calcular ¢ para valo-

res proximos a 7y, para isso, calcularemos T para oscilacoes proximas a xg.

Primeiro passo, considere uma aproximacao em série de Taylor de segunda

ordem para W em torno de x,

(:U — )2 "
TOW (x0) + o(x — x0)

Desprezando o erro o(x — ), observando que W'(zy) = 0 ja que xy é seu ponto

Wi(z) = W(xg) + (x — x)W'(x0) +

de minimo e denotando por Ey = W (zg) = V¢¢(r0), temos

(x — xo)

W(x) = Ey+ 5 2VV"(xO). (3.19)

Substituindo em (3.17),
dx

T — 2/ o 2
Tmin \/Q(E — Ey— (96—2930) W”(xo))

Apés manipulacao algébrica,

T B 2 /‘rmax dx
NVaT L 2(E—E, '
|14 (x()) Tmin ISV"(IO(;) — (x — xO)Q
Resolvendo a integral,
2 -1 Tmaz — L0 -1 Tmin — L0
T=——H0m—1 sen ——— | —sen —_— : (3.20)

W”(il?o) 2(E—Ey) 2(E—FEy)
W”(l‘o) W”(.%‘Q)

Da equagao (3.19) podemos escrever x — xy como
2(W(x) — Ev)
Corn =+
T — X \/ W7 (o)
Observando que E = W (Zpnar) = W (Zmin), obtemos

2(E — Ey)
Lmax — Lo = W

20 — E
Tmin — Lo = — M

W//(CCO)
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Substituindo os valores encontrado acima em (3.20),

2 ~1 1
T = m(sen (1) — sen™'(-1))
2 T -7
B m<§_7)
_
W”(ZC())

O periodo encontrado acima é o periodo para érbitas fechadas que ficam
préoximas de xy. Logo, o angulo ® para érbitas préximas a orbita circular, a

partir da equacao (3.18), é

o(r) = . (3.21)

AVepdr __ pydVey
dr dx 22 dr

W) — 2l (1) Ol

3 dr xt ) dr?
Avaliando a segunda derivada no seu ponto de minimo xy = @,
To
2p9 dV, p2 d2V
W (zo) = _3—ef [r=rq "‘_Z ;f f—
xy dr xy dr
4
To //(
= Ve 7"()).
;!
Substituindo o valor encontrado acima na equacao (3.21),
7T
o(r) Do (3.22)

Vi)
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Lembrando que
2

b
Ver(r) = 55+ V),

temos
3p2
" - 0 "
ef(r) - mrt +V (T)
2
temos

Além disso, sendo ry ponto de minimo de Ver, VI (ro) = —,
mry

3V'(rg) + roV" (o)
To .

;}(7’0) -
Substituindo na equagao (3.22),

. T (3.23)
7“8 \/ﬁ\/i‘}‘//(ﬁ)) + ToV”(To)

_ V'(ro)
N \/BV/(T’()) + ToV//(To). (324)

o(r) =

Temos que o angulo entre o pericentro e o apocentro de tais érbitas para

érbitas préoximas a drbita circular é dada pela equacao (3.24).

Utilizando que V' (r) = klog(r), entao

Como \/Li € R —Q, a 6rbita nao é periddica.



Capitulo 4

O Problema dos dois corpos no cilindro

4.1 O cilindro

Figura 4.1: Cilindro de raio R

Consdire um cilindro reto de raio R, temos que uma parametrizacao é dada

104
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por
X:(0,2r) x R — R?
X(z,0) = (Rcos(0),Rsen(0),z)
A métrica é dada por
ds* = dz* + R*db”,
que pode ser representada pela matriz

10
0 R?

g:

4.2 O sistema

Sejam duas particulas no cilindro que se atraem simultaneamente através
da for¢a gravitacional. Denotemos por q; = (2;,6;) a posicao e p; = (p.,, ps,) 0

momento da particula de massa m;, i € {1, 2}.

Temos que o Hamiltoniano é dado por,

[Pl lpally-s
+

U 4.1
2m1 2m2 + (q17q2>7 ( )

H(q17 q2, P1, p2) =

e o sistema de equacoes que descrevem o sistema é dado por:

0
L I
4 Ip;
0
)y = ———H.
P oq;
Note que
10
Ipillgs = aope) | | (200"
0 =
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Como consequéncia, temos que o Hamiltoniano H pode ser escrito como
2 2 2 2
pzl + p91 + pzZ + pGQ

H =
2m1 2m1R2 2m2 2m2R2

+ Va1, qz).

4.3 O Potencial

Vamos utilizar a semelhanca da equacao para a fungao “Stream”dos voértices
e a equagao do potencial para o nosso caso, e usar o resultado de [5] para
encontrar nosso potencial no cilindro. Para mais informacoes veja a referéncia

citada.

- —
V (21,01, 22, 62) = 2mymalog {serﬂ ( L 5 2) + senh? <Z12RZ2>]

4.4 As equacoes

Apés ter encontrado a energia potencial estudada na secao acima podemos
avancar no estudo das equacoes do sistema. Portanto o Hamiltoniano é dado

por
2 2 2 2
pzl p91 pZQ p92 2 91_92 2 21_22

2 [ h
oy +2m1R2 + s +2m2R2 +2mimelog | sen 5 + sen ¥, ,

e as equacoes sao dadas por,

H =

g, — _Po p.e:_av
! miRZ ’ 09,
. D .oV

Na préxima se¢ao vamos provar que que pg, + pg, € Dz, + D, S20 integrais de

movimento. Esses sao os momentos totais do sistema em relacao as coordena-
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das 6 e z respectivamente. Isso se da pelo fato de que se girarmos o sistema em

relacao a um angulo ou transladarmos em relacao ao eixo z nao interferimos

no sistema.

4.5 Integrais de movimento

Vamos mostrar que, além do préprio H, o sistema tem como integrais py, +

Do, € P2y + Dsyy OU s€ja {pp, +Do,, H} =0e {p,, +p.,, H} = 0.

4.5.1 p., + p., como integral de movimento

Temos por definicao que

2
p +p
{pzl -|-pz27 H} = Z Z1 22

azz apzi apzi 0z

) OH 8 (pz, + p2,) OH
Pei 8]?91» 00;

_|_

Mw

=1

8(]921 ‘f’ng) — 8(p21 +p2’2) — a(pzl +p22) — O
8(92 8]991, ﬁzz ’

= 1 para i € {1,2}. Portanto,

E imediato que

e a (p21 + pZz)
8zi




Lembrando que

6, — 6
V(z1, 01, 22, 02) = 2mymslog [86112 ( 1 ; 2) o+ senh? < 2R22>} 7

temos que
o = 4dmime Senha(za_Rzz) = (212;;2) ; <21 i 22> -
0z; sen? ( 12 ) + senh? (Zl2 22) 0z; 2R
Com isso concluimos que
oV __oV
821 - 822.

Entao, substituindo na equagao (4.2) temos

{pzl +p227H} - 0

Provamos entao que p,, + p., € uma integral de movimento.

4.5.2  pp, + py, como integral de movimento

Novamente, por definicao

9 (po, + ps,) OH O (pe, + ps,) OH
00 3]9@ 3p9i 00;

E

{po, + po,, H} =
=1

[\

0z; Ip., Ip., 0z

- O (po, +pe,) OH O (po, + po,) OH
=1
que, como no caso anterior, pode ser reduzido a

ov. oV
H}=-——"_—"

= 4m1m2

00; sen? (912 ) + senh? (21222) 00; 2

oV sen(91 92)003 (91 92) ] 0 (91—92>
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(4.3)
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Portanto,
Al
001 00y

Substituindo a igualdade acima em (4.3) concluimos

{po, +po,, H} = 0
Portanto, pg, + pp, € uma integral primeira.

Agora faremos a reducao de dimensao utilizando essas duas integrais. Ob-

serve que sera analogo ao feito no plano.

4.6 Reducao

Vamos utilizar as duas integrais encontradas acima para reduzir os graus
de liberdade do sistema. Inspirados no que foi feito ao caso plano, fazemos a

seguinte mudanca de coordenadas:

miq1 + MmaQs
mi + mg

Q=q@—q Q=

Y

que tem como momentos conjugados respectivamente

mip2 — MaP1 5
P = P =p1 + p2.
mi + ms
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Em coordenadas os quatros vetores acima sao:

Q = (2’2 —21,92 —91)

= mi1z1 + Maze M6y 4+ mabs
Q :
mi + Ms mi + Mo

p _ (MUPx — Mapy TPy, — maopby
mi+ms T my+me

P - (p21 +p227p91 +p92)
Substituindo na equacao (4.1) temos

H:

=012
PR IPIE

2 <M> 2 (mq + ma) TVQ

m1+m2

Com as equacoes,

: 0 : 0
=—H P=—2<V

Q opP 0Q

- 8 -
=—H P =0.

Q oP

a 1P|l
Note que P é constante, e portanto g ¢ constante, e vamos de-
2 (m1 -+ mg)

noté-lo como C(P). Substituindo na equacdo do Hamiltoniano, tem-se

2
1P |5
2 ()

Pl v
2(e5)

m1+m2

H = +C(P) +V(Q)

Ou seja

H =



Capitulo 5

O Problema dos dois corpos na esfera

Agora vamos estudar o problema dos dois corpos na esfera. Como antes
primeiro falaremos um pouco da estrutura do espago, depois do potencial e da

equagoes de movimento sobre ela.

5.1 A esfera

Figura 5.1: Esfera de raio R

111
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Uma parametrizacao da esfera é dada por
X:(0,7) x (0,27r) — R?
(0,0) — (Rcos(p)sen(0), Rsen(p)sen(8), Rcos()),
onde R ¢é o raio da esfera.
A métrica é dada por
ds* = R*sen®(0)d¢* + R*d6>.

Neste caso, podemos definir a matriz que representa a métrica como

R%sen?(0) 0
g= 0 R?

5.2 O sistema

Considere duas particulas sobre a esfera acima interagindo através da forca
gravitacional. Considere q; = (¢;,0;) a posicao da i-ésima particula e p; =

(pg;, Po;) © seu momento, ¢ € {1,2}. Temos que o Hamiltoniano é dado por

Pl P2l
_I_

H Y Y Y - + v Y *
(g1, a2, p1, P2) 2y 21 (a1, q2)
Ou equivalentemente,
2 2
Py, p§1 Py, pgz

H

+ V(¢1, ¢27 (917 02)7
(5.1)

:2m1R236n2(91) 2miR? - 2moR2sen?(0y)  2moR?
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e as equacoes sao dadas por

para i € {1,2}

5.3 O potencial

Como no caso do cilindro, usamos o resultado para vértices encontrado em
[5] para o célculo do nosso potencial. Seguindo as idéias do artigo citado, temos

o potencial dado por:

mims

V(Cbh ¢27 917 (92) —

log (1 — cos(p12))
onde

cos(p12) = cos(01)cos(0y) + sen(6y)sen(6y)cos(do — ¢1)

5.4 As equacoes

Podemos escrever as equacoes do sistema, usando o potencial acima, de ma-

neira mais explicita da seguinte forma:

Sendo o Hamiltoniano,

H = L 1 2 > l 1 _
2m1R2sen2(91) 2mq R2 2m2R236n2(92) 2y 2 + o 0g ( cos(pm)) ,
(5.2)
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as equagoes sao

(b' _ Py, p- _ _av
" mR%sen?(;) v 0P;
0. Do, L p;i605(9i> B ov

T mR2 o = m;R2%sen3(0;)  06;’
para i € {1,2}.

5.5 Integrais de movimento

Nesta secao verificamos que py, + pg, ¢ uma integral de movimento, ou seja
{ps, + sy, H} = 0. Isso se dé pelo fato de podermos transladar o sistema por

um angulo no eixo de ¢ e o sistema se manter o mesmo.

5.5.1 pg, + py, como integral de movimento.

Vamos provar que {py, + pg,, H} = 0. Por defini¢ao temos,

2
B 0 (py, +pg,) OH 0 (pg, + py,) OH

1=1

N 22: 9 (pe, +p¢2 ) OH 0 (py, +p¢2)3H

E facil ver que

22: 0 (pdn +p¢2) OH . 0 (p¢1 +p¢2) OH + 22: 0 (p¢1 +p¢2) OH

=0
90, Ip, Ope, 00, i1 i Opo, 7

0 (pg, + Poy)

— 1.
Ope,
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Portanto,

OoH O0H
A pe,HY = ——— — .
ot po 1Y =55, 96,

Pela equagao (5.1) temos que a parte cinética do hamiltoniano H nao de-

pende de ¢ e ¢9, portanto, a igualdade acima pode ser reduzida em

ov. oV
1 + 29 Hy=———+—.
P, + pon H} = —5 o 90,
Lembrando que
miqme
V{1, ¢2,01,62) = — —log (1 — cos(6h)cos(0) — sen()sen(ba)cos(¢2 — ¢1))
(5.3)
temos
ov. mimasen(6y)sen(fy)sen(py — ¢1) 0 (63— )
d¢; 2 (1 — cos(61)cos(6s) — sen(61)sen(Bs)cos(gs — ¢1)) i~ -
: : oV ov o ,
Do feito acima, obtemos —— = ———. Substituindo em (5.3), concluimos que
01 02

{pg, + pgy, H} = 0.

5.6 Reducao

Vamos utilizar o fato de que py, + py, ¢ uma integral de movimento para
diminuirmos a dimensao do nosso sistema. Fazemos a seguinte mundanca de

coordenadas:

Q= (¢2 — 91,02 — 0)
_ (m1¢1 + magy Myt + m292> _

)
mi + ms my + Mo

Q
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Teremos como momento conjugado, respectivamente

P — m1p¢2 T m2p¢1 m1p92 - m2p01
my+ms | my+mo

P = (pg, + Psy, Po, + 1o,) -

Subtituindo em (5.2) e usando o potencial dado em (5.3), temos o hamilto-

niano representado como

P? (m236n92 + mlsenﬁl) P} <m186n02 + mgsem?l)

H:

2R? \ mimssenbtssent; 2R2M senbsenby

N p22 N P22 M Jr]51P1 senby, — senb
2R2M  2R?2 \ ' mymay M senbisenbs

+V(Q1, Q2, Q2).




Capitulo 6

Uma métrica massificada e o processo

de reducao

6.1 Plano

Vamos denotar o plano estudado no capitulo 2 como II. Novamente con-
siderando o dois corpos se deslocando no plano pela iteracao de uma forga

gravitacional. Diferente do feito no capitulo 3.

6.1.1 As coordenadas

Cosiderando dois corpos de posicao q1 = (x1,y1) € q2 = (72,¥2) de massa

respectivamente m, e mo.

A métrica em II é dada por
ds* = da* + dy*

10
Com g = representando a métrica euclidiana. Porém podemos mudar o

01
ponto de vista desse problema notando que q = (x1, 41, T2, y2) € II X II. Nesse

117
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caso, a métrica da variedade produto é dada por:
ds? = da? + dy? + das + dys

g 0

Temos assim que a matriz G = representa a métrica acima.
0 g

Os momentos conjugados de q; e qz, p1 € pz € T*II, serao vistos como
p = (p1,p2) € T*(II x II).

O Hamiltoniano anteriormente foi abordado como uma fungao H : T*II x
T*II — R. Nessa mudanca de abordagem, teremos H : T*(Il x II) — R.

Vejamos como se faz essa mudanca. Temos que o Hamiltoniano é dado por

_ pig 'p1’  p2g'p2’

H V
2m1 + 2m2 * (qb q2)
. . millaxo 0 ' .
Definindo a matriz M = , podemos reescrever o Hamiltoni-
0 malhxo
ano como
M-\ g-1pT
TR A T
T -N\T 3 —1pnT
p (M )G p
_PUTE P v

Usando o fato de que M ~! é uma matriz simétrica e a propridade de produto

de matrizes inversas,
p' (GM) 'p’
2

H —

+V(q)

Notemos agora que podemos considerar uma métrica massificada para vari-

edade produto II x II,

ds?, = mida? + mydyt + modas + maodys
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Denotando G = GM a matriz que representa essa nova métrica. Pelo feito

acima, podemos escrever o Hamiltoniano, como segue

T(-I\T~T

P (G )P
n=PEY Ly
bl

2

+ V(a),

onde V(q) = (™122) log (|las — ai]]) e as equagdes sao

_on_ on

Na proxima sec¢ao veremos como se da o mesmo processo de redugao de

dimensao do sistema feito no capitulo 2 utilizando esse ponto de vista.

Observagao 1. A partir desse ponto de vista, o sistema de n massas (no
nosso caso n = 2) é visto como um ponto na nova variedade, a variedade pro-
duto. Isso elimina o problema de definir o centro de massa, pois nos casos do
cilindro e da esfera, como veremos adiante, o centro de massa nao esta, neces-

sariamente, nas superficies onde ocorre a dinamica.

Observagao 2.Chamaremos o par (I x II, ds,,) de plano massificado.

6.1.2 Reducao

Defina a nova coordenada por

MiT1 + MaT2 M1Y1 + MaY2 \ 4
, .
mi + me mi1 + Mo

Q= <£U2 — X1, Y2 — Y1,

: ’ m ro — TN T m P —m ”
1O momento conjugado para a coordenada Q serd P = < ”;:L"ierzp” , “;ffierzp“ s Doy + Pzyy Dun +py2>
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Segue que (xlnylax%yZ) — (Ql)@?a Q37Q4)

mao
1 = Qs — ————
mi + Mo
ma
y1 = Qs — ———Q
mi + me
mq
Ty = Q3+ ———@
my + my
my
Y2 = Qs + ———Q.
mi + ms

A métrica massificada nessas novas coordenadas é

ds%I = <M> dQ% + (%) dQ% + (mq + mo) ng + (mq + mo) dQZ

my + Mo mi
A equagao do Hamiltoniano nas novas coordenadas

2
_ HPHé—l(Ml)

H
2

+V(Q1,Q2).

Portanto, temos duas coordenadas ciclicas.

Continuando a reducao, fazemos as novas coordenadas

Q - (\/ Q% + Q% ,CLTCtg <%> 7@37 Q4> 27

onde denotaremos r = 1/Q? + Q3 e 0 = arctg (%)

Observacao: Note que, na verdade, estamos usando as coordenadas polares

COMo SEGUE
o — x1 =rcos(0)  y2 —y1 = rsen(d)

r € (0,00) e €0,2m).

9 . = . 5 [ PyQ Po,Q
O momento conjugado a Q é P = <\/Q%+(lg§ + \/Qf2+;§ ,—Pg, Q2+ Po,Q1 , Pg, ,PQ4> )
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A métrica nessa nova coordenada é

ds? = (M> dr? + (M> r2d0* + (my 4+ my) dQ3 4 (my + my) dQ7.

my + mo my + Mo
. ) 10 g1 . =
Definimos a matriz g; = e G = . Entao G; = G{M; é a
0 72 0 g

matriz que representa essa métrica.

Como consequéncia temos que o Hamiltoniano é dado por
=112

IP[&
2

H = + V(r).

Entao, apds essa reducao encontramos trés coordenadas ciclicas!

6.2 Cilindro

Note que de se denotarmos o cilindro por C, temos que o Hamiltoniano
considerado no capitulo 4 é uma funcao H : T*C x T*C' — R, agora vamos ver

o que resultaria uma abordagem diferente, isto €, enxergarmos o Hamiltoniano

como H : T*(C x C) — R.

6.2.1 As coordenadas

A principio, tinhamos as coordenadas da duas particulas dadas por q; =

(z:,0;), 1 € {1,2}. Definimos a coordenada em C' x C' como
Q — (Zla 817 22, 92)

A métrica usual em C x C é

ds® = dz? + R*d0? + dz5 + R*db;
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(o : g
Essa métrica pode ser representada pela matriz G = , lembrando
g
) . 1 0
que no capitulo 4 consideramos g =
0 R?

A partir de agora passamos a considerar a métrica massificada dada por
ds? = mydz? +myR*dO7 4+ modzs + myR*d63,

. . .= mig 0
sendo essa métrica massificada representa pela matriz G =

0 mog

Utilizando essa nova métrica, a equacao do Hamiltoniano é

1
H=3IPI% . +V(Q),

onde

0, — 0 —
V (21, 64, 22, 62) = 2mymalog lsenz ( L 5 2) + senh? (212];2)] . (6.1)

Na proxima secao faremos a reducao que fizemos na secao 4.6 usando a

variedade produto massificada.

6.2.2 Reducao

Como primeiro passo de reducao, fazemos a mudanca de coordenadas como

anteriormente. Ou seja, defininos

Q= (22 — 21,02 — 01,

miz1 + Maoz9 m101 + m292 3
, .
my + mo mi + ms

. N m —m m —m
3Temos como momento conjugado o vetor P = ( ”;zieran , 11;221+m21’91 Pz + Dzos Doy +p92)
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Segue que
_ m _
50 =Qs— ————Q
mi + mg
_ my _
=03+ ———C
mi + Mo
_ mo _
0h = Qs — ————Q
mi + mg
_ my _
0 = Qs+ ————Q
my + my
Portanto,

ds? — _mama dO>? _mama R2d0O? dO> R240O2
Sm <m1+m2 Q1+ —— Q5+ (m1 + me) dQ3+(m1 + me) R7dQ7,

mi1Mmo
mi1+me ) g 0

0 (m1+mg)g

onde denotamos por G = ( a matriz que representa
a métrica acima.

Note que pela equagao (6.1), temos que V' depende apenas das coordenadas

Q1 e Q2. Assim, o Hamiltoniano nessa nova coordenada é

Temos que Q)3 e ()4 sao coordenadas ciclicas.

6.3 Esfera

Como acima, mudaremos a abordagem feita anteriormente. Denote por S a
esfera de raio R. Nessa secao vamos parametrizar o problema dos dois corpos

como uma particula em S x S. Nessa abordagem o Hamiltoniano é uma funcao

H:T*(SxS)—=R
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6.3.1 As coordenadas

Lembrando que anteriormente denotamos por q; = (¢;,6;) a posigdo da

i-ésima particula, ¢; € [0,27) e §; € [0,7), i € {1,2}. Vamos denotar

Q = (¢1, 61, ¢2,02).

A métrica em S x S é dada por
ds® = R*sen’(0,)d¢? + R*d0? + R*sen®(0y)do3 + R%d65.

R%sen*(0) 0 _ e
Sendo g = , a matriz que representa essa métrica ¢ G =
0 R?

g 0
0 g
Porém, como feito anteriormente, vamos considerar uma métrica massifi-

cada,
ds?, = miR*sen’(0,)d¢7 + miR*d0? + moR*sen®(0:)deg3 + moR*db5.

~ . mig 0 Lo
Denotamos por G a matriz que representa a métrica ds,,.

0 mog
Temos assim que o Hamiltoniano é dado por

H = %P(G_l)PT +LV(Q).

Entao, reescrevemos o hamiltoniano como

2
1Pl
2

H= +V(Q),

onde

mimy

- log (1 — cos(01)cos(02) — sen(01)sen(0a)cos(pa — P1)) .

V (o1, ¢2,01,02) =
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Agora faremos a redugao como foi feita na secao 5.6, utilizando a métrica

massificada.

6.3.2 Reducao

Fazemos a seguinte mudanca de coordenada
Q = (¢2 - ¢17 817 ¢27 92) 4

Denotaremos, para facilitar a leitura e melhor entendimento do leitor, ¢ =

¢2 — ¢1. Nessa coordenada a métrica massificada resulta em

ds?, = mysen®(01)R*d¢* + miR*d67 + (misen®(61)R* + masen®(62) R?) do3

m

+myR2d03 — 2mysen’(0y) R*dody

A matriz que representa a métrica ds,, é

m1 R2sen?(6,) 0 —my R%sen?(6y) 0
0 my R 0 0
G, =
—miR%*sen?(0;) 0 miR*sen?(61) + maR?sen®(fs) 0
0 0 0 my R

Temos que o Hamiltoniano é dado por

P,
- 2

H +V($,81702) )

com o potencial sendo,

myms2

V (o1, ¢2,01,02) =

4Temos que o momento conjugado é dado por

log (1 — cos(b)cos(62) — sen(br)sen(Ba)cos(¢)) .

P = <_p¢'1’p91a Poy +p¢2 ’peg) .
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Note que com essa mudanca de variavel ganhamos um variavel ciclica, a

saber ¢s.



Capitulo 7

Uma generalizacao do Teorema de

Bertrand

Neste capitulo estudaremos uma generalizacao do Teorema de Bertrand para
superficies de revolucao de curvatura gaussiana constante. Mais especifica-

mente, vamos estudar a generalizagao feita por Santoprete em [25].

7.1 A Superficie

Consideremos uma curva regular simples e planar, dada por

v : IR

e (f(u), 0, g(u)),

com vy € Cl e vamos supor que v'(u) # 0, e que f(u) > 0 no interior de I.

Observamos que a curva esta no plano XZ.

Agora vamos considerar a superficie gerada pela rotacao da curva v em
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torno do z. Temos que essa superficie pode ser parametrizada por
X : Ix(0,27) =R’

(u, @) — X(u, ¢) = (f(u)cos(e), f(u)sen(), g(u))

Repare que nao estamos considerando as possiveis singularidades nos extre-
mos.
Definimos as seguintes classificacoes para esse tipo de superficie:
i) Se I = [¢,d], e f(c) = f(d) = 0, a superficie é uma superficie esférica de
revolucao.
ii) Se I = (¢,d) e —o0 < ¢,d < oo é uma superficie hiperboloidal de revolugao.
iii) Se I = [¢,d], v(c) = v(d) com f(c) = f(d) > 0, v é um loop fechado e a
superficie é uma superficie toroidal de revolucao.

iv) Se I = [¢,d), o0 < ¢ < d < o0 e f(c) = 0, entdo é uma superficie

paraboiloidal de revolucao.

Temos que a métrica da superficie de revolucao é dada por
ds* = BEdu® + Gd¢?, (7.1)

onde F = f'(u)? + ¢'(u)? e G = f(u)? sao os coeficientes da primeira forma

fundamental.

No que segue vamos considerar F/ = 1, pois consideramos a curva parame-

trizada pelo comprimento de arco.

Além disso temos que a curvatura gaussiana é dada por

1
oo I

f
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lembrando que estamos considerando K constante e positiva.

7.2 Ajustes de Coordenadas

Temos como objetivo descrever a dinamica restrita a essa superficie. E
desejamos fazer isso pela formulacao hamiltoniana. Mas para isso, precisamos

considerar o sistema nas variaveis corretas. Faremos como segue:

Denotando por K, a energia cinética, temos

P
2
Utilizando a métrica dada por (7.1), temos entao que
K, = % (u2 + f(u)%;?) . (7.2)
Sendo o langrangiano L = K. — V(u), com V o potencial, segue que
L= % ('2 + f(u)%?) ~ V().

Feito isso, vamos definir as varidveis momento, p, e py. Como vimos no capitulo

1 quando descrevemos a formulagao hamiltoniana, definimos

oL oL

pu:% € p(b:@_é

=D, =mil e Dy :mf(u)%

Substituindo em (7.2), temos

2 2
Py P
K. =
2m i 2mf(u)?
Portanto podemos definir o hamiltoniano
2 2
Py P
H(u,0,p,, = V
(.6, Pus o) 2m + 2m f(u)? +V(w)

Considere entao o sistema como descrito a seguir.



130

7.3 O Sistema

Lembrando que a métrica em um superficie de revolucao, considerando que

a curva geradora esta parametrizada pelo comprimento de arco, é dada por
ds® = du® + f*(u)d¢?. (7.3)

Seguiremos o artigo “Gravitational and harmonic oscillator potentials on sur-
faces of revolution”[26] do Manuele Santoprete que sendo o Hamiltoniano do

sistema

2
v, LD
2m  2mf(u)?

o Teorema de Bertrand tem como hipoéteses fundamentais que:

H(u, ¢, pu, py) = +V(u), (7.4)

1. V(u) = —yO(u), v é uma constante positiva e
1
O'(u) = 7.5
0= o (7.5)

Ver pagina 6 de [26]. Consequentemente temos que:

/ e 7 e (7.6)

Note que no caso do plano imerso em R?, com a métrica
ds* = dr? + r*d¢”,

a equacao acima nos da o potencial gravitacional ja conhecido

Porém, observamos que para o caso mais geral, de uma superficie de revolucao
caracterizada pela métrica (7.3) e Hamiltoniano (7.4), até o momento nao
encontramos justificativa para a equagao (7.6). Portanto, no que segue, vamos

tomar (7.6) como hipdtese de trabalho.
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2. f verifica
(=1 =8, (7.7)
com 8 # 0.

Observamos que a esfera naturalmente satisfaz as condicao 2. porém, o

potencial com que trabalhamos, ver campitulo 5, nao satisfaz a condicao 1..

A dinamica é descrita pelo seguinte sistema de equagoes:

OH OH
1= = ——— 7.8
“oap, P du (78)
qﬁ oH . OH
=5 Po= —F7 >
dpy ¢ 0o
sendo H o hamiltoniano do sistema
dX(t
# = JyVH, (7.9)

onde Jy é a matriz simplética.

Note que 6 é uma coordenada ciclica de H, logo

OH

pu— |
00

e portanto py ¢ uma integral primeira. Sendo assim, temos uma dinamica com

quatro graus de liberdade e duas integrais de movimento. Portanto devemos

procurar mais uma integral.

Observacao Se usarmos o teorema de Liouville-Arnold 13, temos que o
sistema € integravel pois H e p, integrais primeiras estao em involugao e sao

independentes.
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7.4 Preliminares

Nesta secao, sempre que falarmos S uma superficies de revolucao vamos

considerar sua parametrizacao como feita na secao 7.1.

Definigcao 7.4.1. Se u(t) — ¢ ou u(t) — d quando t — t* dizemos que a

solucao tem uma colisao.

Proposicao 7.4.1. A equacao

—ff () =0 (7.10)

¢ satisfeita se, e somente se, a superficie de revolucao S tem curvatura Gaus-
siana constante e se
f(u) — Aei\/fu_’_Be—i\/?u

b2
AB = —
com 1K ou

fu)=Cu+ D

com C' = =+b.

Demonstragdo. =) Se S é uma superficie de revolugao, temos que sua curvatura

é dada por

Queremos provar que K é constante, entao é suficiente mostrar que
f// /
— ] =0. (7.11)
f

—ff//+(f/)2 :b27

Como
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podemos escrever
" (f/)2 B b2
J

Substituindo em (7.11), é equivalente provar que

(-2 -

Vamos provar entao que isso acontece.
(f/)Q_bQ / B Qf/f//fQ_(fIQ_bQ)fo/
f? /A
—2f'f

_ f4 (_ff// + f/2 o b2)

por (7.10) = 0

Portanto, K é constante.
<) Agora supomos que K a curvatura gaussiana da superficies S seja constante.
Tendo isto temos que f(u) = Ae’VE" 4+ Be=VEu ou f(u) = Cu+D. Separamos

€11 CaSoS:
o se f(u) = AeVE" 4 BemVE temos

F(u) = ivVKAeVEY — i/ K Be VKU

F'(u) = —KAeVE" — K Be VEw
Portanto,
—F ()R = = (AeVEr g e VR (AR - K BeVEY)
+ (z'\/EAe“/m - z'\/EBe—NFU)z
= 4ABK

4ABK é constante, basta definirmos > = 4ABK.
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e se f(u) =Cu+ D, temos
filu)y=C
f'(u) =0
Portanto,
I+ ()=
Definimos C? = b2.
]

Lema 7.4.1. Considere um potencial central em uma superficie de revolucao
S que tem ao menos uma orbita limitada nao circular. Se todas as orbitas

limitadas nao singulares sao fechadas entao o potencial efetivo tem wm minimo.

Demonstracao. Vamos separar a demonstracao pra cada tipo de superficie de

revolucao.

1 Superficie esférica de revolugao. Nesse caso temos I = [¢,d] e f(c) =

0 = f(d). Primeiro vamos considerar o seguinte caso

— Seja V' é continua em I. Sendo I um intervalo, temos que V(I) é

compacto, logo limitado. Ou seja, V é limitada em /. Lembrando

que
l2
‘/ef(u) - me(u)z + V(U),
€ COoIMno
12 12
lim ——— = lim, .g=——— = 00,
) S TV
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pois f(c) = f(d) = 0. Juntando com o fato de V ser limitado, temos

lim Ver(u) = lim V¢ (u) = oo.

u—c u—d

Como V. ¢é continua e nao constante, temos que existe um ponto de

minimo no int(7) (interior do intervalo I).

Agora consideramos o caso em que V' nao é continua em u = ¢ mas é
em (c,d].

Se V/i(u) > 0 Entao Vs ¢ uma fungdo estritamente crescente. Lem-
brando que

2

E = 2])—;; + Veer(u),

p
’ , . . A~ . p ,
onde E é o nivel de energia da dinamica. Como 2—“ > 0, s6 ocorre

m
dindmica quando temos E > V.s(u). Observamos que E é cons-
tante, entao partir de uma certa quantidade de energia que permite
ter dinamica, ela s6 acontece para u € (c,c, onde ¢, é tal que
V.r(ei) = E. De fato, pois sendo V. crescente, para todo u € (¢, d]
tem-se V.r(u) > Ver(c) = E, logo nao tem dinamica para tais valores
de u. Pela continuidade de u temos que para um certo tempo, u — c.
Logo é uma 6rbita com colisao. Mas isso vale para todas as oObitas,
portanto teriamos que todas as drbitas teriam colisao. Porém, por
hipdtese, existe pelo menos uma o6rbita limitada.

Se V/; > 0, com ug tal que V/;(up) = 0. Nesse caso ug é um ponto
de sela. Portanto f seria crescente, apenas mudaria a concavidade.

Pelo mesmo argumento anterior teriamos que q todas as érbitas tém

colisdes. Ou seja, V! s = 0 nao ocorre.



136

Entao devemos ter u, € (c,d] onde Vg¢(u,) < 0. Lembrando que
temos

li e — X,

lim Ver(u) = o0

portando existe u* tal que V/;(u*) > 0. Como estamos assumindo

Vep € C™, existe uy com Ve’f(uo) = 0. up ¢ maximo ou minimo local.
Se for maximo, pela continuidade de V. e do fato dela ir para infinito
quando u tende para d, temos que existe um ponto de minimo local

Ug-

O caso em que V nao é continua em u = d mas é em [c,d) é anédlogo

ao feito acima.

Seja V' tal que é continua apenas em (c,d). Se V/; > 0, serd estrita-
mente crescente. Portanto teriamos, como anteriormente, que todas
as orbitas tém colisoes. Note que 14, nao utlizamos a continuidade de

V no extremo do intervalo.

Da mesma forma, se e’ 5 < 0 seria estritamente descrescente, e por-

tanto por uma argumentacgao analoga, todas as érbitas teriam colisoes

(nesse caso u — d).

Se V), > 0 (ou V; < 0), todos os pontos criticos seriam de sela, e

novamente teriamos que todas as érbitas tém colisao.

Portanto, a derivada de V. troca de sinal. Entao existe ponto critico
que nao é de sela. Suponha, por absurdo, que nao exite ponto de
minimo local. Assim, temos apenas um ponto de maximo local u*.
Entdo V.; é crescente em [c,u*] e descrescente em [u*,d]. A partir

do momento que existe energia suficiente para ter dinamica, se £ <
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Ver(u®), existem u; € (c,u*) e ug € (u*,d) tais que B = Vp(uy) =
Ver(ug). Entao a dinamica ocorre em [, u1] e [ug,d]. Ou seja, u(t) €
[c, u1] ou u(t) € [ug,d]. Nos dois casos tém colisoes, pois ou u — ¢ (no
primeiro caso) ou u — d (segundo caso). Se E = V.¢(u*) a drbita é
circular. E finalmente, E > V.;(u*) temos que a solucao u(t) € [c, d]
entao u — ¢ e — d, entao tem colisao! Portanto, a unica dérbita sem
colisao seria a orbita circular, contrariando a hipdtese de que existe
uma Orbita limitada nao circular. Concluimos entao que deve existir

um ponto de minimo.

2 Superficie hiperboloidal de revolucao.

Vamos Separar em casos

— Se I = (¢,d) com —o0 < ¢ < d < oo. A argumentacao é inteiramente

analoga ao caso do caso acima para V' continua apenas em (c, d)

—Se I = (¢,00). Se Voy — oo quando u — oo. Com argumentagio
andloga ao feito para para o caso acima com V continua em (c,d|. E
dela concluimos que V¢ tem minimo. ( V.y = —oo quando u — oo é
analogo).

Outra possibilidade seria V¢ ter uma assintota horizontal. Se V.r > 0
Para valores de E abaixo o valor da assintota temos que as orbitas

tem colisoes, para valores maiores ou igual as 6rbitas sao ilimitadas.

3 Superficie toroidal de revolugao. Aqui temos que vy(c) = y(d) e

I = le,d]. Observe que 7(c) = (f(¢),0,9(c)) e 7(d) = (f(d),0,9(d)).
Disso temos que f(c) = f(d).
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Entao,
Vep(e) =Ves(d) = 5——3+ V() = 5—F73
= Ver(e) = Ves(d) = V(e) =V(d)

= VQ) = Vigld) = [ F

Sendo F uma forca conservativa, a integral sob um caminho fechado é

zero. Portanto,

Vep(u) = Ves(d)

Temos que V.; é continua em I = [c,d] e diferencidvel em (c,d). Entao,
existe pelo teorema do valor intermedidrio, u* € (c,d) tal que V/;(u*) = 0,

u* ponto de maximo ou minimo local.

Suponha, por absurdo, que nao exista ponto de minimo local. Entao, u* é
ponto de maximo. Note que se V¢(c) > Vor(u*). Por continuidade de V¢
deve existir um ponto de minimo, entdo devemos ter V.s(c) = Ver(d) <
Ver(u?).

Logo, se E é tal que Vit(c) = Vep(d) < E < Veg(u*), por continuidade,
existem u; € [c,u*) e ug € (u*,d] tais que £ = Vep(uy) = Ves(ug). E a
dinamica estd definida em [c, u;] e [ug, d]. Se u(t) € [¢,uq] , para um certo
tempo, u — c¢. Da mesma forma, se u € [u? d|, para um determinado

tempo,u — d. Temos colisoes.

Se E > V(u*), u(t) € [e,d], u(t) = ¢ ou v — d para um certo tempo.
Logo tem colisao. Portanto, todas as dérbitas teriam colisao. Absurdo,
pois por hipdtese temos uma Orbita limitada nao circular. Logo, existe

pelo menos um ponto de minimo.
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4 Superficie paraboloidal de revolugao. Nesse caso temos I = |[c,d),
onde —oo < ¢ < d < oo com f(c) = 0. Lembrando que

l2

Vef(u) = W

+ V(u).
Vamos separar em dois caso.
— Se V' é continua em [c,d). Nesse caso, como lim, .V (u) = V(c) e

l2
2m f (u)?

lim, . = 00, temos

lim Vef =00
u—c

Portanto, excluimos a possibilidade de V! + > 0. Suponha que Ve < 0.
Entao existe apenas um u, € [¢,d) tal que dado uma energia total F,
V.r(uy) = E. Portanto a dinamica esta definida, em [u,, d). Se d < oo.
Logo ou u(t) — d e tem uma colisao se d < oo ou u(t) ¢ ilimitada.
Logo existe uy, tal que V/;(u1) = 0.

Suponha, por absurdo, que nao exista pontos de minimo. Se todos os
pontos sao sela, segue uma andlise andloga a feita acima. Se existe
um ponto que é maximo local, s6 existira ele como ponto local, pois
assumimos que nao existe ponto de minimo e pela continuidade da
Ver. Mas como V.y — oo quando u — ¢ existird um ponto de minimo.
De fato, pois préximo a c existird up < uy tal Ver(ug) = Ver(u1). Logo,
pela continuidade de V. existira um ponto de minimo entre esses dois

pontos!

— Agora fazemos considerar o caso em que V é continua apenas em
(c,d). Se e’f > 0, a funcao é estritamente crescente, temos que as

érbitas tem colisdes ou sao ilimitadas (para d < oo) ou todas tém
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colisoes (para “d = 00”). Se V/; < 0, a fungao é decrescente. Nesse
caso as Orbitas tem colisoes (u — d) ou sao ilimitadas. Logo, existe
u* € (c,d) tal que V/;(u") = 0. Novamente, suponha, por absurdo,
que nao exista pontos de minimo.Se todos os pontos sao de sela segue
uma analise analoga a feita acima. Se existe uma ponto de maximo,
ele serd o tunico, pela continuidade da V.; e de supormos que nao
tem minimo, denotemos ele por ug (J& admitiremos que portanto que
V.y - oo quando u — ¢ e/ou u — d pois nesse caso terfamos minimo)
. Mas nesse caso, se d < 0o, quando E < V.¢(ug) e E suficientemente
grande para ter dinamica as terao colisao. Se E > V.¢(u) as dérbitas
também terao colisao. Quando “d = oco” temos que as Orbitas terao

colisao ou serao ilimitadas.

]

Lema 7.4.2. Considere um potencial central V' em uma superficie de revolucao
S e assuma que o potencial efetivo V.p associado a ele tenha um minimo em

ug e gera orbitas fechadas, entdao

u(Ver) g
‘/e — VerlU 712
QL%ﬂf@ pw\/f Ves o) (7.12)

€ Q e € constante.

2m

0ndeﬁ—A¢

Demonstracao. Consideramos uma orbita fechada. Comecando em w4 e termi-

nando em wu; (completa um periodo), temos que a variagao do angulo é dado

A<I>:2/ Podu
w flumy (B = Veg(u)

por
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uo tomado de forma que a orbita seja simétrica em relacao a reta ligando u; e

Us.

Lembrando que py ¢ constante, portanto podemos escrever

e
p‘ﬁulf JE Vi@ vef<>

Sendo a érbita fechada é limitada, consideramos que E' = Ve¢(u1) = Ves(ug),

com u; < up. E denotemos por uy onde V¢, atinge seu minimo. Entao tem-se

up < ug < ug. Podemos entao reescrever a integral acima como

A /2 2 du “ du
m | Jue fu)VE = Vep(u)  Juy f(u)?/E = Vep(u)

Denotamos por @y = ug + = € [ug, us] € Uy = ug + y € [ug, up). Entao,

2 2 dts " duy
A® =4/ —py
m U f \/E ‘/ef U f ’LL1 \/E V;ff ul)

Fazendo y; = V.¢(u;), temos que dy = Ve’f(ﬂi)dd,'. Lembrando que V. ¢(ug) =

Ver(ur) = E, tem-se

E
AP = 4 /E / 1 1 dy
mp¢ Ver(uo) f(a2)2v:2/f(_ ) V E y2 Ver(uo) 2V, (_ ) VE =

/ \FW( )2V, <>f<u1>2%/’f<u1>> Edy—y

e

2 1 1
Definimos I' = / — — — — — — . Feito isso, pode-
P (f<u2>2v;f<u2) f(m)?vgf(ul)) P

mos escrever de forma simplificada

E
d
Ad :/ r— %
Ver(uo) E—y
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Agora, dividimos por vW — E a equacao acima e integramos em relacao a F
de Vos(up) a W,

/W APIE / / dydE
Ver(uo) V W - Ver(uo) /' Ver(uo) VE—yvW — E

Trocando a ordem de integracao fica

Q- LA LY (i s L 7.13)
Vor(ug) VW — E Ver(ug) Jy VE—yvW — E '
w E
APdIE
—— = I'dy
Ve (uo) W-—-FE Ver(uo)

Utilizando na equacao acima a definicao de I'" que fizemos anteriormente,

/vj(%)% - \/7p¢7r/ef . ( 2v' ) _f(ul);/gf(ul)) dy  (7.14)
\/%pqm </Vef<uo) / @2)22}(@2)@ - /veEf(uO) f (ul)QE’f(ul)dy>
o

O que se fez até vale para todas as oOrbitas limitadas. Mas temos uma

(7.15)

informacao a mais, de que elas sao fechadas. Sendo fechada temos que AP =

2%% € QQ constante. Substituindo na equacao na equacao acima,

2@7T o \/7 \[W/ f(s

onde g = g. Calculando a integral do lado esquerdo da equacao e uma simples

manipulacao algébrica temos o que queriamos. [
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Lema 7.4.3. Se em um campo central em uma superficie de revolucao S todas
as drbitas proximas a uma orbita circular sdo fechadas, entdo o potencial V (u)

satisfaz a equacao diferencial

V"(ug) _ B — 3f"(uo) N f"(uo)
V'(ug)  f'(uo)f(uo) — f'(uo)

onde ug € o ponto minimo de Vey

(7.16)

Demonstracao. Seja o potencial efetivo dado por
P

Ver(u) = Il (u)?

+ V(u).

Expandindo-o em série de Taylor de segunda ordem em volta do seu ponto de
minimo ug, temos

Ver(u) — Ver(uog) = w 2 () 4 o(u — up),

onde o(u — ug). Note que V/;(ug) = 0, pois ug é ponto de minimo.

Pelo lema anterior,
Y2 ds 2v/2m
= ‘/e u _‘/e Uup),
| = S Vst = Vi)

onde us = ug+x e u; = uy — y, com y, r > 0.

Considerando u suficientemente préoximo de ug, de forma que o erro possa

ser desprezado na expansao de Taylor, temos

(/uu | f?§)2>2 - %Zz . _2%)2 e (to). (7.17)

Olhamos para a integral acima,
/ “ods / wtr s
Uy f($)2 ug—Y f(5)2

- / f?:fﬂ - / fi:)?
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Fazendo a expansao em série de Taylor de segunda ordem, e tomando x = y

temos
Y2 s 2z

w F()2 0 flun)?

Substituindo em (7.17),

4 4m:z:2 V" ().

f(u0)4 p¢52 A
Do fato que V/;(ug) = 0,

_péf’(uo) / -
mf(u0)3 vV (UO) =0
o mf(ug)*V (uo)
Py = 1 (up)

Substituindo o encontrado acima em (7.23),
d2?  Ama® f'(uo)V/} (uo)
fluo)t— B2mf(uo)3V"(uo)

i)
== T )

Sabemos que

—pg " (wmf(u)® + 3pgmf'(u)* f (u)*

(7.18)

(7.19)

(7.20)

et = ()

avaliando em wg e utilizando (7.19), temos

1 / —f" Uo 3 /Uo
%N“:VW“(Q;Q+f@J)

+ V" (u),

+ V”(UO) .

Pelo encontrado acima e aplicando em (7.20) encontramos

V”(UO>

B = 1)) | (sl 2

N V" (uo) _ ) _ Sf/(uo) i

_f//<u0) + 3f/(u0)> +

V' (uo) ]
52

Vi (ug)  f'(wo)  fluo) — f(uo)f'(uo)
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A equagao acima é equivalente a equagao (7.16). ]

Lema 7.4.4. Se em um campo central em uma superficie de revolucao S todas
as orbitas prorimas a orbita circular sao fechadas, entao [ satisfaz a sequinte

equacao,
64 . 5(_f//f + (f/)2)62 . 5f//(f/)2f + 4(f//)2f2 . 3f///(f)2 + 4(f/>4 = 0.

Demonstragao. Denotando por ug o ponto de minimo de V.. Consideramos a
expansao de taylor de quarta ordem de uma 6rbita préxima da érbita circular
(6rbita definida para ug) ,préxima suficiente para ser fechadas. Considerando
uy = up+x e up = uy —y, de forma que Vgp(u1) = Vis(uz) (denotaremos
simplesmente por V.f), ou seja, u; e ug limitam tal 6rbita. A partir de todas

essas consideracoes temos

2 4
Vg~ Vigluo) = 2Vptw0) + SV ) + VP (721)
2 3 4
Y Y 1,0 (4)
= 5 ef(UO)_EVf( )+24V (uo) (7.22)

Note que V'(ug) = 0. Consideremos a integracao

ISR A A

Vamos expandir cada uma dessas duas integrais resultantes em série de Taylor

de terceira ordem. Isso de faz da seguinte maneira, define-se

olz) = / h o

Segue a expansao em torno de x = 0

3 i)
oe) = 90+ 37D o)

€T B fo/(uO) g;_ 6f (UO)2 B 2f//(u0) "
P~ Plu) 6 <f(uO)4 f<uo>3>+ )




146

onde o(x) representa o erro, que a partir de agora serd desprezado. Portanto,
podemos escrever
/uz ds  «x 2? [ (uo) N a’ <6f/(uo)2 2f”(uo))
w F(8)?2 flw)?  f3uo) 6\ fluo)t  f(uo)?

6f/(u0)2 - 2" (ug)
fluwo)*  fluo)?

y L vf(w) v <
TFuor T Pu) 6

) (7.23)

Tomemos y = z(1 + ax + bx® + ...). Vamos calcular alguns termos das

poténcias de y que serao utéis nas equagoes (7.22) e (7.23).
y? = 2% + 202 + (20 + aP)at + Iy
y? = 2% + 3az? + ho
yt =2t + hy

onde a hq, hy, hy tem uma dependéncia a poténcias de z maior ou igual a 5.

Primeiro, vamos substituir as poténcias acima na equacgao (7.22) e comparar
com a equagao (7.21),tem-se

2 3 ZL’4 2

L (4) _ e 3
Mmfww—a-gww(m@ww—7;— .

i
5 Vi) + Vi (o) +

(@2b+a%)

@, 3) 1@ 4
5 Ver(uo) = 5Vey (uo) + 57 Vey (uo) | @

Igualando os coeficientes das poténcias de x dos dois lados da equacao acima,

V(3> Uo
concluimos que a = M eb=a

3V} (o)
poténcias de y na equagao (7.23), observando que nao utilizaremos as parcelas

2. Feito isso, agora vamos substituir as
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que envolvem z*.

wds o 2 | 2 (6w 2 w)
o TOP T T Fl? (e - f3(uO)> FuaP
ax? ard 22 f(uw)?  2ax3 f (up) x3< (ug)? f” ))

Tl T TR T 2wy T fw)? 6
21 ax? N <2af/(uo) n 2f' (Uo) 2f” (uo ) 3

T T Fwol  \ T | fluo)t ) )"

Entao, da equacao acima , tem-se que
2 d 2 2 ! / 2 "
(/ ° ) = _— {4 + 4ax + <5a2 + Baf (w) + 8/ ()" 81 (uo)) :c2]

w J(8)? f(ug)? f(uo) fuo)*  3f(uo)
(724

Por outro lado, chamando a equacao (7.12), temos

(/ le—>> - 2—? (Vey = Ver(uo)

Substituindo na equagao acima a equagao (7.21)

2 ods \?  4m , T 2
</ul W) T v’ (VefWo)+—‘/;(J?)(uo)+ﬁ‘/egil)(uo)) (7.25)

Comparando as equagoes (7.24) e (7.25), concluimos

4 AmVii(uo)

w

fluo)t — pip? (7.26)
da_ AmV§ (w)
f(ug)? Sp?bﬁ?

! f'uo) | o f'(wo)*  8f"(uo) _mVe(;l)(uO)

Tt (7 50+ S 370)) ~ g (0

Da equagao (7.26) temos
P55

Vo) = Sy
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De (7.19), obtemos
" (u ) _ V/(u0)52
SV P wo) f (o)

Derivando (7.16), observando que vale para drbitas a préxima circular, e utili-

(7.28)

zando (7.19), temos

V. (o) = V' (u) [ 1 <f,52)2 - 7> + f,(f”(“‘)) ] (7.29)

fug)? \ f'(uo uo)? f (uo)
VP = G [~ 120 T s+ 2 ]
(7.30)
Sendo a = % utilizando as equacdes (7.28) e 7.29)
=5 o (e ~7) + i) a1

Para concluirmos o que queremos basta substituir as equagoes (7.31) e (7.30)

em (7.27).

7.5 O Teorema

Segue o enunciado do teorema como em [25].

Teorema 16. Teorema de Bertrand Considere um campo central analitico
em uma superficie de revolucao S com curvatura gaussiana constante que tem
ao menos uma orbita limitada nao circular. Assuma que o potencial efetivo
Ver(u) tem um minimo local. Entdo todas as drbitas limitadas (nao singulares)

sao fechadas se, e somente se,

—ff () =5 (7.32)
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caso em que a energia potencial toma a forma V(u) = aO(u) ou

ﬁ2
—ff ()2 = R (7.33)
1
caso em que V(u) = &%)’ Nos dois casos, © é uma antiderivada de W e

b e Q.

Demonstra¢ao. Comegmos supondo que todas as Orbitas limitadas (ndo sin-
gulares) sdo fechadas. Como V. tem um minimo local, o potencial tem ao
menos uma orbita fechada nao circular Entao podemos aplicar o lema 7.4.1, e

portanto Viy tem um ponto de minimo wuy.

Tendo isto, podemos aplicar os lemas 7.4.3 e 7.4.4, que nos dao, respectiva-

mente, que as seguintes equacoes sao satifeitas:

Vi) _ = 30%(w) ")

Vitw) ~ Flao)flu)  Fluo) (7.34)

54 . 5(_f//f + (f/)2)62 . 5f”(fl)2f+4(f”)2f2 o 3f///f/f2 +4(f/)4 —0. (7.35)

Temos que a curvatura gaussiana é dada por
_f//
f Y

sendo K constante, temos a seguinte equacao diferencial

K =

= —KFf. (7.36)

Vamos separar em dois casos, quando K =0 e K # 0.

CASO K =0

Nesse caso, (7.36) se torna

f=0.
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Portanto,
f(u) =Cu+ D,
com C e D constantes.

Substituindo na equagao (7.35), temos
gt — 50261 +4C* =0
Denotando, 3% = y, podemos reescreve-la como

y? — 5C%y +4C* = 0.
Logo, 3? =y = 4C? ou C?.

e se 3% = (C?, pela proposicio (7.4.1), f satisfaz a equagao (7.32),
_ffl/+ (fl)2 — 62.
Substituindo na equagao (7.34) temos
V'(ug) = f(uo) f"(uo) + £ (uo) — 3f™(uo) L £ (o)

Vi(ug) f'(uo) f (uo) f(uo)

—fwo) o () [ (uo)

f'(uo) [ (uo) [ (uo)
f'(uo)
f(uo) '

Entao, consideramos a equacao diferencial

V(W) I
Vi) )

Integrando dos dois lados temos,

= =2

log(|V']) = log (f21u)> +C.
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Passando a funcao exponencial dos dois lados,

~ 1
V/ uj)| = C()
V()] = G
Entao V ¢ tal que pode ser escrito como V(u) = aO(u), © uma antideri-
1
vada de :
f2(u)
e Se 32 = 4C?, novamente pela proposicao 7.4.1, f satisfaz
2
—ff () = %-

Substituindo na equacgao (7.34) temos

V"(ug) _ —4f(uo) f"(uo) + 4 (uo) = 3f%(uo) | f"(uo)

Vi{u) (o) f (o) " Flw)
_ —Af(uo) f"(uo) + f*(uo) + f(uo) /" (o)
f'(uo) f (uo)
8 (o) ) + ()
f'(uo) f (uo)

Consideramos a equagao diferencial

V() =3 f" () + ()
Vi(u) ) (W)

(7.37)

k
Vamos mostrar que V' (u) = o2 ¢ solucao da equacao acima. Note primeiro

que utilizando —f f" + (f')? = %2 temos

3w + 2w 3 (5 W) W)
EORG P (w)
_ 2fP(u) +45°
fu) f(u)
_ 2/ 36

flu) A (u) ()
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Feito isso, vamos mostrar que para V(u) =

- =
Vi 2 3P
Vi fw)  Af(u)f(u)

Sendo V(u) = R temos

©2(u)
, —2k
V=g
e
2k (302 + 2f f'©3
(©212)
Portanto,
Ve = (307 +2f ')
V! T f2@3
B 3 2f
Agora, observe que
L/ /: f//f_f/2 _ _52@/
f f? 4
Logo,
fr_=p®
f 4
4f’
= 0 = — 7.39
7 (739
Substituindo (7.39) em (7.38) temos
Vi3 (—521‘) C2f 38 of
% f2\Aaf fooAff
. , ko .
Demonstrando assim o que queriamos. Portanto V(u) = o2 (u) ¢ solucao
u

da equagao diferencial (7.37).
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Passemos agora para o caso em que K # 0. Iremos cair num caso analogo

ao feito acima.
CASO K #0

Agora temos que
f” — —Kf

Resolvendo essa EDO, temos
f(u) = AeVEu 4 BeiVEu (7.40)

com A e B constantes. Vamos encontrar os possiveis valores para (5. Primeiro
passo utilizamos a EDO acima para simplificarmos (7.35). Entao, a equacao

se torna,

54_5[(52]62_552f/2+5f2f/2+4K2f4_|_3Kf/2f2_|_f/4:O'

Fizemos isso, simplesmente para tirarmos os termos que envolvem f” e f"”

da equacao. Substituindo (7.40) na equagao acima obtemos,

(8%)* — 20K232AB + 64K2A’B* = 0.
52 2
16K ou AB = E

Vamos analisar os dois casos possiveis, como fizemos para K = 0.

Portanto, 32 = 16 KAB ou 4K AB. Ou seja, AB =

2

e Se AB = f—K, pela proposicao 7.4.1, temos

1"+ (f)? =5~

Portanto segue o resultado diretamente do primeiro caso que calculamos

para K = 0. E entdo o potencial toma a forma V(u) = a©(u).
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2 1 2
e Considerando AB = —— = — <ﬁ—> Novamente pela proposicao 7.4.1

16K 4K \ 4
temos,
62
—ff+ () = T
Seguindo as contas do segundo caso para K = 0 devemos ter o potencial
k
Viu) = .



Capitulo 8

Integrais Adicionais

8.1 O vetor de Laplace-Runge-Lenz generalizado

Nessa secao, temos como objetivo encontrar uma generalizacao do vetor
de Laplace-Runge-Lenz, estudado na segao 2.7, considerando que a dinamica
ocorre em uma superficie de rotagao de curvatura constante e positiva. E como
consequéncia encontraremos duas novas integrais de movimento. Esse estudo

serd feito em cima do trabalho de Santoprete [26].

8.1.1 A Superficie

Consideremos uma curva regular simples dada por

v i [re,rn] = R
r— (f(r),0,9(r))

v € C! e vamos supor que |7/ (r)]] = 1 (r = u do capitulo anterior). Além
disso, que f(r) >0e f(r) =0 <= r =rg our =r,. Observamos que a curva

esta no plano XZ.
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Consideramos a superficie gerada pela rotagao da curva v em torno do z.

Temos que essa superficie pode ser parametrizada por
X : (rg,rn) x (0,27) = R?

(r, @) — X(r,¢) = (f(r)cos(¢), f(r)sen(e), g(r))

A métrica da superficie é como a métrica considerada no capitulo anterior.

8.2 Integrais quadraticas

Vamos buscar integrais de movimento quadraticas nos momentos. Como em

[26], essas integrais sao da seguinte forma:

I = a(r, ¢)p; + 2b(r, §)pep, + c(r, §)p;, + (1, §). (8.1)
Proposicao 1. Seja um sistema que satisfaz as equagoes de (7.8), com o Ha-
miltoniano da forma (7.4) que verificam as condigoes (7.5) e (7.7). Entdo, as

fungaoes do tipo I = a(r, d)p? + 2b(r, ¢)pepr + c(r, gb)pi + D(r, ¢) com

a(rd) = a

br,¢) = Fysen(8) — Bxcos(56)

(r.6) = 5= 2(3Ercos(30) + SEasen(g)) L+ T
2 E) 2my

O(r,¢) = 2aomV(r) — 3 cos(f¢) — 3 sen(£¢),

sao integrais de movimento para ag, E1, Ey e I' constantes arbitrdrias.

Observacao 1. Como veremos nas segoes seguintes, rearranjando os termos

de I da proposicao acima, mostraremos que ele pode ser escrito como:

[ =2E11, — 2B>0 + 2agmH + Tp?,
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onde
I = sen(Bo)pyps — Beos(88) Dy — %cos(ﬁo;)
I = cos(B6)psps + Bsen(56) V,(f)p; + D sen(50),

e mais, I; e I, também sao integrais primeiras, e portanto / é uma combinacao

linear de quatro integrais.

Observacao 2. As quatro integrais, I1,l2. p, e H, nao serao inpendentes,

porém, qualquer conjunto com trés dessas quatros integrais o sera.

8.3 Demonstracao

Separamos a demonstracao da proposicao acima em partes, devido ao seu
tamanho e o nimero de calculos, no objetivo de facilitar a leitura e compre-

ensao.

Condicoes para I como integral de movimento

Para I, tomado como em (8.1), ser uma integral primeira devemos ter

(H,I} =0.
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OH oI O0HOI OHOI O0HOI

Usando que {H, [} = or op.  Op.or + 96 Opy  Opy 00’ temos
B fiir)y o , P 20a ob  ,0c0d
{H. I} = ( mf(r)3p¢+V(7“) (2ap: + 2bpy) — — pra +2pipog +p¢8r B
Do da o _0b dc 8@)
- A2 + 27—, ps + +
mf(r)? ( 96" " "ot T 96" T 9

_ oy (L) L0 2 86) 3(_2bf’(r)_ 1 @)
prpd,( mf@P  mor mi2oe) PP\ mfeP T mf(r)2oe

, 1 9P , 1 9% 1 da
w2000 L5 ) e (V0 - e ) ot ()

5 2 0b 1 Oa
T PPy (‘55‘ mi(r >2a¢)

Portanto temos que {H, I} = 0 <= as seguintes condigoes sao satisfeitas:

()
~2af'(r)  10c 2 0b

Smf(r) mdr mf(r)?0¢

(1D)
2% f'(r) 1 dc

Tmfr?  mf(2os |
(I11)
2aV'(r) — %g—f =0
(1v)
1 0
—mf(r)26gb +20V'(r) =0
V)
1o _,

mor



159

(VD)
2 0b 1 da
mor * mf(r)2d¢y

Vamos buscar as funcoes a, b, c e .

8.4 Encontrando a expressao de [

Agora, vamos usar as seis condi¢oes acima para encontrarmos as funcoes

a,b,c e ®. Feito isso, encontraremos a expressao de I por (8.1).

Encontrando a, b, c e ®

Considerando as condigoes (III) e (IV) temos

0D 0P
5 = 2amV’(r), (9_gb = 2bm f(r)*V'(r). (8.2)

Lembrando que V(r) = 7vO(r) e ©/'(r) = w1, temos

P
/ g
Vir) =
"= Foy
Entao, substituindo em (8.4)
a_(b _ 2amry — 82(1) _ 2m7%
or  f)? orop 10?94
0d o N 0?® 5 ob
— = 2bm = 2my—.
09 T T gor — T or



160

0*® 0*®

Como 5190 = 9oar pelo feito acima,
2y % =2m @
fzoe " or
da 5 Ob
oo = [0S, (83)
- da ob
Pela condicao (VI), 90 = —2f(r ) —. Essa igualdade com (8.3),
w_
or  “or
36
~ ar =0

Portanto, b = b(¢). Voltando a (8.3), concluimos que
da
d¢

Juntando com a condic¢ao (V), temos que a(r, ¢) = ay constante. Portanto en-

= 0.

contramos o a, nos restando ainda a tarefa de encontrar as outras trés funcgoes.

Agora consideremos a condicao (I),

2af'(r)  Oc 2 0b
e o T F6Ros

Integrando em relacao a r temos

on) ob

~ 0+ 9) +20(0) 55+ T(9) =0
Entao,
on) (9[?
= oo = 200155 - T(0) (8.5)
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Da condigao (II),—Z){?SA’; — mfl(r)Qg—; = 0, tem-se g—; — _2bf}(r). Tgualando
a (8.5), obtemos,
20f'(r) 0°
=20(r)=— + 1T
T~ 200) 5+ 10
0%b  2f'(r)b
= 20(r — +T'(¢) = 0. 8.6
(Vg5 — e+ T(6) (56)

Observacgao: Note que, tendo (f”)2 — f"f =% e ©'(r) = f(i)“
(£'>' =y
f f? f*
e portanto,
I —B%e. (8.7)
f

Logo, a equacao (8.6) pode ser escrita como

2@8—21’ +26%0b +T'(¢) = 0
O -

2

Considerando I"(¢) = 0, temos 2927;; + 28%0b = 0.

2,
:>87¢2+6 b—O,

que é a equacao de um oscilador harmonico. Logo,

b(¢) = Ersen(B¢) — Eacos(Be),

com F; e E5 constantes arbitrarias. Acabamos de encontrar o b.

Derivando a expressao encontrada para b tem-se

V' (¢) = BE1cos(fo) + BEysen(Be).
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Substituindo em (8.4), encontramos ¢ sendo

(r.6) = 2 _ 2 (8E,cos(86) + BEasen(8)) L 4 1.

-5

Observe que aqui, estamos considerando I' como constante, ja que anterior-

mente escolhemos I"(¢) = 0.

Entao, neste momento falta encontrarmos apenas . Voltanto para as

condigoes (III) e (IV):

gy = 20mV0) g5 = 2miFV )

Integrando em relacao a r e ¢ respectivamente,

O(r, ) = 2magyO(r) + g1(d) D(r, d) = 2my (—El coséﬁ@ — By Senéﬁ(b)) + g2(9).

Comparando as duas expressoes para ®, conclui-se que

2m~y E, 2my Ey
5 5

onde k é uma constante, vamos desconsidera-las posteriormente para efeito de

O(r, ) = 2aomV (r) — cos(Bo) — sen(B¢) + k,

conta.

Acabamos entao de encontrar as quatro fungoes que queriamos.
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8.4.1 Determinando /

Utilizando as expressoes que encontramos anteriormente para a, b, c e ¢, a

saber

CL(’)“,¢) = Qo
b(r,¢) = Eisen(B¢) — Eacos(B¢)

(r,0) = %~ 2(3Ercos(30) + SEasen(50) Vi” ‘T

O(r,9) = 2aomV(r) — 2my by

B

vamos substituir em (8.1), e assim obtemos /.

2my Es
B

cos(Bo) — sen(5¢),

Entao temos,

] = aopz + 2 (Elsen(6¢) — E2003(6¢))prp¢

+ l% — 2 (BEycos(8¢) + BEssen(B4)) Vs") + r] P
b 2agmV(r) — zm;El cos(B) — 2m;EQSen(5¢).
Rearrajando a equacio acima , temos
I = app?+2E, (Sen(ﬁgb)prp(b — Beos(Be) Vf(f) P2 — ?cos(ﬁgb))
~ 282 (cos(BoIpps + Ben(00) gk + Msen(50) ) (89
+ P2 4 2agmV (r) + T2,

fr)?
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Lombrando que 7 — 7 4 2 + V(r), entd
embrando que H = 2 o [ ()2 r), entao
P2
oy 2

aop?
= agp> = 2magH — — 2magV (1) (8.9)

fr)?

Portanto, substituindo (8.9) em (8.8) tem-se
I - (Sen(5¢)prp¢ ~ Beos(89) VS“) - ”;”cos(&b))

— 2F, (cos(ﬁgb)prqs + Bsen(B¢) V’(yr) Py + ngwsen(ﬁqﬁ)) (8.10)

+ 2aomH +I'p},

Por construcao, I é uma integral primeira, para quaisquer F; e FEs.

8.5 Integrais Escondidas

Agora, vamos mostrar que a partir de I encontramos duas novas integrais
de movimento que a principio estao “escondidas”. De fato, como vimos em
(8.10) temos

[ =2E\I) — 2E,15 + 2agmH + T'p},

onde,
= sen(B0)p, — Beos(80) 2~ o) (811
Iy = cos(BP)prpy + Bsen(Bo) Vir)pi + wgvsen(ﬁqb). (8.12)

Afirmacao: [; e I, sao integrais de movimento.
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Demonstragdo. Primeiro, observe que {I, H} = 0. Entao, {2FE1[; — 2E51; +
2agmH + T'pj, H} = 0. Pela linearidade de {, }, temos {2E11) — 2E5y, H} +
{2aomH +T'pZ, H} = 0.

Olhando para a segunda parcela do lado esquerdo da igualdade acima temos:
{2aomH +Tp3, H} = 2agm{H, H} + 2I'{py, H}p, = 0.

Portanto, {2F 1} — 2E515, H} = 0. Logo, 2F {1, H} — 2E;{I,, H} = 0. Mas
como isso ocorre para quaisquer E; e Es, escolhendo Fy = 0 e E| = % temos
{I,H} = 0. Assim, [; é uma integral primeira. Por outro lado, escolhendo
Ei =0e By = _71 temos {lo, H} = 0. Entao, I, também é uma integral

primeira. ]

Essas duas integrais sao generalizagoes das coordenadas do vetor de Laplace-

Runge-Lenz estudado na secao 2.7.

Encontramos, portanto, quatro integrais primeiras, H, py, I e I>. E, a partir

de agora, vamos estudar independéncia entre essas integrais.

8.6 Independéncia entre as integrais

Como dissemos anteriormente, vamos estudar a independéncia entre Iq,1s,
H e py. Veremos que essas quatro integrais nao sao independentes entri si,
de acordo com a definicao 2.2.2. Porém a cada tres dessas integrais, elas sao

independentes!
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8.6.1 Considerando [, I, H e py

Vamos provar duas proposigoes (igualdades) que nos ajudarao a mostrar a

dependeéncia linear entre as quatro integrais citadas.

Proposicao 8.6.1. Sendo I; e I como em (8.11) e (8.12) respectivamente,

nas codicoes da proposicao 1, tem-se a igualdade

m272
P + 2myOp;. (8.13)

I} + I3 = pipl + 3°0%py +

Demonstragao. A demonstracao segue diretamente das definigdes em (8.11) e

(8.12) elevé-las ao quadrado e somé-las. O

A outra igualdade que nos sera de grande utilidade serd

Proposicao 8.6.2. Nas mesmas condicoes da proposicao acima, temos

Kp? ~2m?
I+ = Zp?émH — 52¢ + 2
1
onde K = —7 ¢ a curvatura da superficie.
Demonstragao. Como observado em (8.7), temos
f'(r) 2
= —(3°0O(r),
f — 7OV
logo,
f'(r)
O(r) = ——=—-—.
"= 5
Elevando os dois lados da equacao ao quadrado temos
@2 B f/2

B
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De f? — ff" = 32, obtemos

@2 _ 62 + ff//
- B
1 f//
2
O EE T
/" 1
Usando que K = —7, concluimos que ©?% = 5P — @. Substituindo na

equagao (8.13) encontrada na proposi¢ao anterior, obtemos

1 K m2ny?
If—l—[%zpfpé-l—BQ( )p;‘;+——|—2m7®pé

p2fr ph 32
4 4 2 9
p Kp m
2.9 ¢ 2 ¢
= PPy + 7 + 2m~Op;, — 5 + 2
2 2.9
o oD P Kp,  4*m
2mp¢<27“ —|—2mf2+’79>— 52 52
p 2m?
. 2 o 7
= 2mp,H — 5 + 52

[]

Tendo feito isso, vamos atacar o nosso problema, mostrar a dependéncia

linear das integrais. De fato, segue a proposicao:

Proposicao 8.6.3. Sob as mesmas hipoteses da proposicao 1 e tomando I e

Iy como em (8.11) e (8.12) respectivamente, temos
3

K
2LV + 21,V — 2mpyVH + 4 (% — mp¢H> Vpy = 0.

E, portanto, como estamos considerando py # 0 sempre, temos que os vetores

VI, Vi, VH e Vpy sao pontualmente linear dependentes.
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Demonstracao. Entao, vamos considerar a igualdade encontrada na proposicao

8.6.2,
Kp! Zm?
2 2 52 6 M
IT+ 15 = 2p¢H — 2 + 2

e vamos derivar em relacao a r, ¢, p, e ps. Portanto,

e Fazendo para — ,
-

gy T2bg, =2migs
8p¢, 8[1 812 oOH
L2 —0) =2 =— +2,—=—2 14
(87" O) Vor Ty, T e, =0 (8.14)
e Para %,
oL, . 0l, _ (OH  dp,
2]1(% 2[2(% 0<8—¢_ ,&b—o) (8.15)
0
[ ]
Ip,’
21 2[,—= =2
B op, - o,
Ops oI, oL, _ ,0H
= 21 —2 1
(er O) o, Ip; p‘b@pr ! (8.16)
e ¢ finalmente para —
8p¢
ol o1, Ops 208 AKp} op,
21 +2I = dmp, H=L + 2m —
s T ops o ops Podpe ~ B Ops

oI, a1, 20H Kp} e
= 21— + 21 2m +4 | — —mpsH | — = 0. (8.17
18p¢ 28p¢ gbap¢ ¢ ( )
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Portanto, juntando (8.14), (8.15), (8.16) e (8.17) temos que é verdade o que

queriamos,

K 3
21V + 213V — 2mpyVH + 4 (% — mp¢H> Vpy = 0.

Como pyg sempre nao nulo, pelo menos um dos coeficientes dessa combinagao
linear ¢ nao nulo, —2mpy, e portanto, VI, VI, VH e Vp, sao vetores linear

dependentes. N

E assim provamos que as quatro integrais consideradas nao sao independen-

tes.
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